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Exercice 1.

(1) Trouver les polynémes P € C(X) tels que pour tout z € C, P(z) € R.
(2) Trouver les polynémes P € C(X) tels que pour tout z € R, P(z) € R.
(3) Trouver les polynémes P € C(X) tels que pour tout z € R, P(z) € QQ.

(4) Trouver les polynomes P € C(X) tels que pour toutz € 3! ={z e C | |z| =1}, P(z) € $*.

Correction.

(1) TN estclair que si P(z) = a avec a une constante réelle alors P(z) = a € R pour tout z € R. Si P n’est
pas constante, alors le polynome
QX)=PX)—i

n'est pas constante aussi. D’aprés le Théoréme d’Alembert-Gauss (tout polyndme non constant a
coefficients complexes admet au moins une racine) il existe o € C tel que

Qa)=P(a)—i=0

Ceci équivaut a P(a) = i ¢ R et donc ce n’est pas vrai que P(z) € R pour tout z € C. Donc, les
polyndmes tels que P(C) C IR ce sont les polyndmes constantes avec une constante réelle.

(2) Les polyndmes a coefficients réelles sont bien des solutions. De plus, si P € C[X] est tel que P(X) €
R alors _
1) = PX) = P(X)
Ainsi, (P — P)(X) = 0 pour tout X € R. Ceci implique que P est égal & P (P est le polyndme obtenue

a partir de P en prenant la conjuguée de ces coefficients). Alors si on écrit P = Z?:o a;X' on a que

n n
P=) aX =) aX
i=0 i=0

et par identification a@; = @; pour touti = 0,1,...,n. Or, si z est un nombre complexe égal a sa
conjuguée alors Im(z) = 0 et donc z € R. On en déduit que P € R[X].

3)

Rappel 1. Si z € C alors zz = |z|2. De plus, ~ = iz
z

|z



Supposons que P est un tel polynome (c’est a dire |P(z)| = 1 pour tout z avec |z| = 1). Notons que
pour tout z tel que |z| = 1 on a que

P(2) = P(2)P(z) = P(2)P (%) —1

Exercice 2.
ety . . . . ., 1
Montrer qu’il n’existe pas de fraction rationnelle a coefficients dans C dont la dérivée est e

Correction. B
Soit F une telle fraction rationnelle dans C(X) représente par un quotient - avec B # 0 (cest a dire F

est telle que sa dérivée est égal a )l(). Si F est constante alors sa dérivée est nulle est donc de dégrée —oo.

Ceci contredit le fait que F' = )l( est de dégrée —1. Donc F ne peut pas étre constante.

Supposons alors que F n’est pas constante et que A et B ont comme termes dominants aX? et bX?
respectivement. S’il n’est pas nul, le polynéme A’B est de dégrée p — 1 + q et de coefficient dominant
apb. De la méme fagon, si AB” # 0 alors son dégrée est égal & p + q — 1 et le coefficient dominant est
égal a agb. Alors

deg(A’'B—AB)<p+q-—1

etle coefficient de xP*9~! dans le polynome A’B—AB’ est (p—q)ab. On a donc deux possibles situations:
i. Sideg(F) # 0 alors p # q et le polynéme A’B — AB’ est exactement de degré p + g — 1. Donc
deg(F") = deg(A’'B— AB') —deg(B>)=p+q—1—-2q=p—q—1=deg(F)—1

Celaimplique alors que —1 = deg(F)—1 et alors deg(F) = 0 ce qui contredit ’hypothese deg(F) #
0.

ii. Sideg(F) = 0alors p = q et le polynome A’B — AB’ est de degré strictement inférieura p +q—1
et alors :
deg(F')<p+q—2—2q =deg(F)—2

Autrement dit
-1<0—-2=-2

ce qui est absurde!

On en déduit qu’il n’existe pas une telle fraction rationnelle.

Exercice 3.
Soit F e IK(X). Montrer que si deg(F’') < degF — 1 alors deg F = 0.

Correction.
Il suffit de répéter un argument similaire a celui du ii. dans I’exercice précédente (voir les trois premiers
lignes du ii.).



Rappel 2. Soit u = u(x) fonction continue. Alors

u/
du = arctan(u) + C.
_/1+u2 @)

Rappel 3. Le théoréme de décomposition en facteurs simples nous dit qu'on peut toujours trouver une
décomposition en fractions simples soit sur R ou C (voir Théorémes 8.28 et 8.25). On va résumer ici

Lo , . ; ; P
quelques cas des situations fréquents (sur R): On considérera des fractions rationnelles o ou deg(P) <

deg(Q). Pour les cas dont le degré du numérateur P est plus grande ou égal au degré du denominateur
Q il faudra d'abord faire une division euclidienne (pour trouver la partie entiére E) :

P_E+ ¢
Q —— Ne——
eK[X] eK(X)

ensuite on décompose G en fractions simples. Le tableau ci-dessous résume les cas des situations fréquents:

Table 1:
FORME DE LA DECOMPOSITION
TYPE DE CA FORME DE LA
N (Dénomina(t:eusr) EXEMPLE 2"RACTI ON EN FRACTIONS SIMPLES
(ou A, B et C sont des constantes inconnues)
Produit des facteurs x P(X) A B
linéaires distincts (x+2)(x=3) (aX+b)(cX+d) aX+b = cX+d
Produit des facteurs 2x+3 P(X) A B
linéaires qui se répetent (x+4)? (aX+by? aX+b = (aX+b)?
Produit des facteurs
o s o . 4x%-1 P(X) A B c
linéaires distincts et aussi D — _—
. . (x—1)(2x+4)2 (aX+b)(cx+d)? ax+b cx+d (cX+d)?
facteurs qui se répétent
Produit des facteurs
. . 3x2-7 P(X) A BX+C
linéaires et quadratiques
o1 . e . (x=2)(x+7)(x2+x+1)(x2+1) (aX+b)(X2+cX+d) aX+b X2+cX+d
irréductibles distincts
Produits des facteurs
linéaires et quadratiques x*-1 P(X) A B CX+D EX+F
irréductibles avec des (x—1)2(x2+x+1)? (aX+b)2(X2+cX+d)? aX+b = (aX+b)?2  X2+cX+d = (X2+cX+d)?
repetitions
Exercice 4.
Trouver les coefficients réels a, b, c et d tels que
X34+2X -5 d
2
. T —aX?’+bX 4o+ ——
X-1 X-1

Correction.



On commence par la division euclidienne :

X3 +2X -5|X—-1
- X3 +X? X2+X+3

X2 +2X

-X? +X
3X -5
—3X+3

-2
Alors X3 +2X — 5 = (X — 1)(X? + X + 3) — 2 ce qui nous donne

X+2X-5_ _, 2
Tx—1 X tXHITx

Donca=1,b=1,c=3etd = —2.

Exercice 5.
Décomposer les fractions rationnelles suivantes en éléments simples sur R et sur C :

X +X+1
W —5
X?2-3
X2+1)(X2+4)

)

X241
(3) X4+1

Correction.

(1) Comme le degré du numérateur est supérieur au degré du denominateur on commence par une

division euclidienne :
X +X+1]X4-1
-X°+X X

2X +1

Alors
X +X+1 2X +1
L ILE
X4-1 X4—-1

. - . . 2X+1 .
On va alors trouver la décomposition en fractions simples de o Le denominateur X* — 1 se
factorise sur R comme

X 1=X?2-1DX’4+1D) =X -DX +1D(X*+1)

Le denominateur est alors un produit des facteurs linéaires distincts et un facteur quadratique irré-
ductible. D’aprés les cas 1 et 4 du Table 1 on écris :

2X+1 2X +1 __A B _CX+D
X4-1 X-DX+DX2+1) X-1 X+1 X241

En multipliant par (X* — 1) on obtient :



2X+1=X+1DX?*+DA+X -1DX?*+ 1B+ (X -1D(X +1)(CX +D)

Ensuite on peut développer e identifier les coefficients pour trouver un systéme des équations ou
trouver des valeurs appropriées pour X, car cette équation est vérifie pour tout X. Par exemple, si

X = —1 on obtient
—2+1=(-2)(2)B
etdonc B = ~. De méme, si X = 1 on obtient
3=(2)(2)A
etdonc A = =. Si X =i on trouve
2i+1=(i—1)(i+1)(Ci+ D)
et si X = —i on trouve
—2i+1=(—i—1)(—i+1)(-Ci+ D)

En développant le deux cotés droits de ces équations on obtient

2i+1=-2iC-2D
—-2i+1=2iC-2D

On obtient alors 2C = —2 et —2D = 1 ce qui implique que C = —1etD = —i. Enfin la décomposi-

tion en fractions simples sur R vient donné par :
3 4 1
4X+1)

X°+X+1  -2X-1 N
X4—1  2(X2+1) 4X —1)

—2x—-1 |

Pour trouver la décomposition sur C on peut simplement travailler avec la fraction 204D

—2X-1_  -2X-1 _ A _ B
2X2+1) 2X-DX+i) X-—-i X+i

Méme méthode précédente nous amene a :
—2X -1 —2i—1 1—2i

2X2+1)  4ii+X)  4i(X—1i)

Enfin,
1 i 1 i
X+4X+1_ 0 3 374 2., 1
X4-1 4X-1) X—-i X+i 4X+1)
(2) SurR:
X?-3 B 7. 4
X2+ 1D)(X2+4) 3(X2+4+4) 3(X2+1)
Sur C:
X?-3 2i 7i 7i 2i

T DX2+4) 3+ 12X —2) 12X +2)  3x =D



(3) SurR:
X*+1 _ 1

1
X*+1 o2 +42x+1) 202 —2x+1)

Sur C:

o (VT (-hevr (-devr ()i

4 4 4 _ 4

= - +
X4+l x4y X —(—1)%/4 X + (-1)%/4 X —+/-1

—i

N 1)3/4 — 17
Oou (-1) 7

Exercice 6.

(1) Calculer les primitives des fonctions

1 1 4x —1
xeR» —— €, xe[2,3]» —— €R, xe[71',17]»—>x—e
X2 —2x+2 x2—5x+4 (x=-1D(x%2+1)
xeRe— eR
x4 +1
(2) Calculer les intégrales
2 1 /2
4 1 cos(x
f 2x dx, /#dx, f > ( ) dx
) x> +4 A x*+ x> -6 J sin (x) — 5sin(x) + 6

Correction.

« On note que le polynéme x? — 2x + 2 est irréductible sur IR, donc on peut simplement compléter le

carré (on additionne et soustrait (b/2)? = 1):
x2—2x+2=x?-2x+1-142=(x—-1)>+1
Onposeu =x—1letdoncu’ =1et

1 1 u’
/x2—2x+2 x f(x—l)2+l x fu2+1 “

= arctan(u) + C
=arctan(x — 1)+ C

« On commence par factoriser le dénominateur (si possible)

x2—=5x+4=(x—-4)(x—-1)

On cherche alors décomposer la fonction en fractions simples :

Xx2—5x+4

>



On obtient

1=A(x—-1)+B(x—4)
1=x(A+B)—A—4B

Par identification on obtient un systéme des équations :

A+B=0
A—4B=1

Dou A = i etB = _?1 Ainsi,

—1 dx 1 1 dx—1 1
x2—5x+4 3] x—4 3 ) x—1

1 1
§1n|x+4|—§ln|x—1|+C.

4x — 1 1
— = dx==(8x3+33x%+222x + 660log(x — 3) — 1179
(x-3)(x2+1) 5 gx —3) )

dx =
xt+1 W2

Ici log dénote logarithme naturel In et tan™"() = arctan().

f 1 —log (x2 —2x + 1) + log (x2 +/2x + 1) —2tan! (1 - \/Ex) +2tan! (\/Ex + 1)

« La décomposition en fractions simples donne :

x* ., 16
x2+4 x2+4

La primitive est égal a :
4 3
X X - (X
f—dx— 4x + 8tan (2)

x2+4 3
De plus,
2

x* 16
dx =27 — —
_/ x2+4 3

0

« On note d’abord que
1 1 1 1

X x2—6 10v2 (x - V2) - 10v2 (x +V2) T 5(x2+3)

Donc

dx = — + -

xt+x?—6 153 5V2 5v2

fl 1 . 108 (1 B %) log (1 i %)

-1
La primitive est égal a :

gt = o (30 (V3-) g s-+3) - e (2

4 2
X*+ X 3



« On peut commencer par utiliser le Théoreme de changement de variable et aprés la décomposition en
fractions simples: On pose u = sin(x). Alors du = cos(x)dx et alors :

f cos(x) dx — f du
sin®(x) — 5sin(x) + 6 ur—5u+6

De cette maniere on peut travailler avec une nouvelle intégral sur la variable u. Les limites d’intégration
correspond alors a u(0) = 0 et u(xr/2) = 1. Donc :

/n/z cos(x) e [1 du
0 sin’(x) — 5sin(x) + 6 , u2—5u+6

Or,
1 1
u2—5u+6 u-—3 u-2
et alors,
1
fmdu=log|u—3|+log|u—2|
Alors,
/2 1
cos(x) _ du _
/ — . dx—/ m—(log|1—3|—log|1—2|)—(log|0—3|—10g|0—2|)
o sin”(x)—5sin(x)+ 6 0
= log(4) — log(3)
4
_log<§>
Exercice 7.
; 4 4
. x*(1 —x)
1) Calculer I'intégral ———dx.
(1) Calculer 1negraef 2 b

0

(2) En déduire que ? > TT.

Correction.

(1) On peut commencer par utiliser le théoreme du bindme et développer le numérateur :

x*(1—x)* =x8 —4x7 4+ 6x° —4x> + x*



Ensuite on peut faire la division euclidienne :

x8 —4x7 + 6x° —4x> + x*

[x*+1

—x8 —x° ‘x6—4x5+5x4—4x2+4
—4x7 + 5x% —4x®
4x7 + 4x°
5x6 + x*
— 5x° — 5x*
— 4x*
4x* + 4x?
4x2
—4x%* -4
—4
Alors . .
x"(1—x 4
XA —x7 =x0—4x° +5x* —4x* + 4 —
1+ x2 1+ x2

= 4tan"'(x). Alors

Or 4
1+ x2

1

41 — x)
a-x¢
1+ x2

0

(2) Comme il s’agit d’un intégral d’une fonction strictement positive sur [0, 1], son intégral sur [0, 1]

doit étre strictement positive. Alors %

x7 2x® 5 4x3 O
- - ——— +4x —4
[ 7 3 3 +4x tan™ " (x)

4;

1
= - —4tan" ' (1)

* 1

4,
37t

(oY I
w| wn

7
22

— -7
7

—m > 0.



