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Exercice 1.
1. (*) Trouver les polynémes P € C[X] tels que pour tout z € C, P(z) € R
2. (*) Trouver les polynémes P € C[X] tels que pour tout z € R, P(z) € R;
3. (**) Trouver les polynémes P € C[X] tels que pour tout z € R, P(z) € Q;
On pourra utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires.

4. (**) Trouver les polynémes P € C[X] tels que pour tout z € S' == {2z € C | |2| = 1},
P(z) € S.
On considérera le polynéme réciproque de P : si P est le polynome Y-, a; X* (avec
an, #0) alors son polynoéme réciproque est y ;. jan—; X' = X"P (%)

Exercice 2. Trouver les fractions rationnelles F' € C(X) (si elles existent) telles que

1. F? = X3,
2. F3=1;
XS

Exercice 3. (*) Montrer qu’il n’existe pas de fraction rationnelle & coefficients dans C
dont la dérivée est +.

Exercice 4. (*) Soit F' € K(X). Montrer que si deg(F") < deg(F') — 1 alors deg(F') = 0.

Exercice 5. Trouver les coefficients réels a, b, ¢ et d tels que

3
%:aX2+bX+c+%.
Exercice 6. Décomposer les fractions rationnelles suivantes en éléments simples sur R
et sur C :
L X P+ X +1
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g X 241
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Exercice 7. 1. Calculer les primitives des fonctions
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2. Calculer les intégrales / de, / dix et / — cos(a:).da: .
0 x2+4 qxt+22-6 Jy  sin*(z) —5sin(z) + 6

1.4 4
1 —
Exercice 8. 1. Calculer 'intégrale / M

dz.
0 1 + 132

7 . 22
2. En déduire que = > 7.

Exercice 9. (**) Le but de cet exercice est de montrer le théoreme de Gauf-Lucas : les
racines du dérivé d’un polyndéme complexe non-constant P sont dans ’enveloppe convexe
des zéros de P i.e. si z1,..., 2, sont les racines de P, les racines de P’ sont dans I’ensemble

Conv(z1,...,2,) = {Z Nizi | i € RZO’Z)‘i _ 1}.
=1 i=1

1. Montrer que ce théoréme est vrai si deg(P) = 2.
2. Soit £ : C[X]\ {0} — C(X) l'application associant & un polynéme P sa <« dérivée
logarithmique > %/. Moutrer que, pour toute paire de polynémes (P, @),

L(PQ) = L(P) + L(Q)-

3. En déduire la décomposition en éléments simples de £(P) pour un polynéme com-
plexe non-constant P = AT]""_, (X —a;)™ (on pourra commencer avec le cas n = 1).

4. Soit z une racine de P’ qui n’annule pas P. Montrer que

n n
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5. Conclure.



