Algébve Lineaive
DS 19 fewrir 2026

Exercice 1 |2 pts]
On donne les matrices suivantes :

) . —2i 6 —9 -8 . )
A=(102 3—51) B:< 1 4 72.) C:<2+i> D=(7’l+8 —1+21)

Calculer les matrices suivantes, lorsque les opérations ont un sens; lorsqu’elles n’en ont pas,
expliquer pourquoi :

A+C; 4A — 5D; A x B; B x A, AxC; C x A; @

A+C n'g pau de sens car la Mc«)rvice A es{ de taille 1x2
ed C al de talle 2x1

4A-5D = 4 (10i 3-6i) —-5(7Fi+8 -1+2i)
= (401 12-200)+ (-35i-40 5 -107)
= (403-353 - 40 12-20i+5 - 10i)

= (si-40 173 - 305)



Ax® = (10] 3—53)(—2) A -q>

1 -4 3i
= (—2032 +3 -5 601 —12i + 2012 ‘qoi+21i—3siz)
= | -5i+ 23 48i-20  -69i+35)

BxA  n'a pas de sens car le nombre de lonne de B
est 3 mais le nombre de hﬂnor de A et 1

AxC =(1oi 3-5;)(—8 ): (-80i+e + 3i -10i -5i?)
2+1

= (-8%i+1)

CxA =[-8 ) (101 3-5i) =[-8  -24440i
2 +i 201-10  6-101+43i-5j?

= - 801 - 24 + 40j
20i-10 M- 3Fi
na pas de sens wr C n'est pas une matrice

carve .



Exercice 2 [4 pts|

-1 2 —4
Soit la matrice réelle A = 0 -1 3
0o 0 -1

. Trouver une matrice N telle que A = —I3+ N.
. Montrer que N est une matrice nilpotente, et calculer les puissances successives de N.

. Montrer que —I3 et N commutent.

= W N =

. L’objectif de cette question est de calculer la matrice A™ pour n € N et n > 2. Pour cela :
(a) Montrer que, pour tout n > 2, il existe des réels a,, b,, ¢, tels que
A" = a, I3 + b,N + ¢, N?. Préciser les expressions de ces réels en fonction de n.
(b) En déduire la matrice A" en fonction de Uentier naturel n, pour n > 2.
(¢) Que devient cette expression de A" dans les cas : n pair puis n impair ?

1. On cherche une Malm(e N 42“( que A=-Tz+N.
Cela équivouﬁ G

N= A+ 1s



2. On vu movv}ru que N el m,po}wde, c'es} a c.lre/

c]u"J iste Ke IN td Gue N¥ = O 00 O31x3
denole lu Modn‘(e nulle de anNe 3x3. En e,aefe}:.

N2 =/ 0 2 -4 0 92 -4
O o)
o 0 0 O 0
= O o) [
o)
0
Yar ailleurs,
N> = N%. N
O 0] 6 0) 2 -4
= O O O 0O O 3
O 0 0
= 0 o o)
o O o
0 ©



Asi . N af nolpo}w)e d'ordie 3.

5. 14 *agon On nole que
NX(—I3) = NX((—1)-I3)

1) (NxT3)

"

= (1) (I3 x N)
= (I x N

(2 fuson)  On monbe Nx(T3) = CI)xN @

f'aiscw* le Cu’cu’:

Nx (-T3)
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3

() 0 -1 0 (@) 0
= /0 -2 4
o -3
0 O )

Ainsi Nx(CTI3)=(CIs)xN

4 Soil nz2. (omme N o -I3 (ommujtemfl, alors

(a) on Ped hiliser la formole du bindme de Newtou
omme Suit -
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P\
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\
-

o
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>



S~

n

= Z () e N
K=o

De P\us, pour 1loui K23 N% = O3,  donc

o

A" = (f\)(—ﬂ". N° 4 ('\>(—1)"" N + (n)(—ﬂm»NZ

= N)"TIs + (NN + n(n-9 D" N?
2
Ainsi

Anz Gn 13 + br N + Cn'N2

ovec dn =(-1)"  bn= n D" s (n-1) (-1)"°%
2

(b) Tn Yem[ﬂafavv‘ cQam 1 ’-rormuk o'mlenue Jam () on

a -
(0] n-i O 2 -4 n-2
+ - -1) (-
o ne1) (o o 3 + n(n-1) (1)
1 0 o o Z

A" =H)"(

©C o C
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D" 2neD" 4 DY 3 GV (n) (n1)

O (-1)" O
0 0 -1)"

) St nat par dors D" =1, ™= o

1N = , donc

AN = 1 -2n  3n*in
0 1 - 3n
0 0 1

St at impair alors (-1)"= -1, "=
o 1)V = donc

/



Exercice 3 |3 pts|
On considére le systéme d’équations suivant :

2v 43y +2z +t = 7
dr  +5y +3z +5t = 5
A e —6y —z +6t = —16
8r +10y +2z 417 = —-13
x
1. On note X = ‘Z . Préciser les matrices A et B telles que (SE,) <= AX = B.
t

Dans la suite, on représentera (SE)) par [A | B]

2. Résoudre le systéme (SE;) par la méthode du “pivot de Gauss” ou “d’échelonnage ”, cad
en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes (uniquement) a partir de 1'écriture
matricielle [A | B] pour échelonner la matrice A.

Conclure en précisant I’ensemble &) des solutions du systéme.

1 Soient A=/2 3 2 1 X =
4 5 3 &

-2 -6 -1 6

- N X«

8 10 2 17
B=/ 7 | On nole que

16
-13
2 3
AX = B & 4 5
2 -6 1 6

1
5

w e

'16
-13

& N < x

8 10 2 17



= AX+3Y +22++1 = 7

S

-2X -y - % +e6t
8X +10y +2Z +13¢

(sE4)

4X +5y +3% 5t = 6

)

16
-13

1]

2. On w vesoudre (SE4) paw PIVO} de Gaus:

3
5

-6

10

3

2 1 3 Lo < La-20L4
3 5 5 >
16 |-1¢ L L3+ Ly
2 17 |-13) o< la-4ly

—L3-3
Ls L3 Lf 0 -1 1 3

-9l la—la-2L, | 0 0 4 -2

(~18] = [ 2
4
-2
8
2 3 2 1
o -1 -1 3
o -3 1 1
0o -2 -6 13 |-#1

La <« Lqa+ls 0

0 o0 -4 H
2 1
1 Lz & ;_— L3
1 3 -9 R
c S
© & |-5

18
-23



On oio*aun* aindi un S\/S]Léme, équiva,ow}e a (SEa )

2X + 3y + 22 4+ t = 7

-y —Z +3t = 9
22 -t = 49
t =1

Done  t=-1 )

2% - (-1)=9 = 2Z+1 =9

o
-y - (4)+ 3(-1) = -9 =



o

2X + 3y 422+t = F & Wx+3(2)+2A+(1) =17
= 2X+6+8-1 =7
= 2x + 13 = 7
= 22X = =6
=) X=-3

On en déduﬂ c‘ue I‘ememble olei’ So)u}oom de S& €ml cfovwwf
Poul

0 = {L-:}u 2,4, -1) 7’

Exercice 4 [3 pts]
On considére le systéme d’équations suivant :

r —ay +ad’z = a
(SE)){ ar —a’y +az = 1
azx +y —a*z = 1

Résoudre le systéme (SFE5) par la méthode du “pivot de Gauss” ou “d’échelonnage ” et discuter
les différents cas possibles suivant les valeurs du paramétre a. Conclure chaque cas en précisant
I’ensemble S, des solutions du systéme.

On commence par ecnire la madvice auamzrv{ée de (SE.) ef on

va. Yrouver une forme echelomee. On va sopposer d abord qgue
Q #0

1 -a a? a 1 —a az | a
Lz « Lo-aly
a -a a 1 p— 0 0 -d*+a |-a*1

[

a 1 —w | 1/ ebat\s gy _203 |-ai



- a a a (-1)- Lz
] )
o a1 -2a® | -a*+
C1) L3
o) o -a*+a | -0*1
1 -a at a
> 0 -a-1 o’ a*-1
O o0 a’-a a®-1
=/ A -a at a
0 -da=1 2a° (a-1)@+1) Gr)
o) O a1 | (a1) (a+1)

Oon va discoler les solotion do sys*ime en Su)vcw’ les

valewrs de -

(L) i1 a=o0 -
X = 0
O = 1
y = 1

Damy ce cy le Sysjféme (SE.) devredd -

do ne S,

#

W ON U UNe éclu‘.&xon impo%?b'o\z.



(“) S‘ a=1" LU MCLJY‘(Q (*) de,v.w}i

1 -1 1 1
0] -2 2, (®)
O (0) o) 0

d on a donc on sydéma éq&nVc&eu*"

{x—\/+£:1

—2y+22 = O
Ringi | 2y = 22 & y=2 <
X = 1+YV - %
X =1+%-%£
X =1

Or\obhw} donc Sz = {(1,1/;:) / EGR}‘

(m) Si a=-1 - Lla Mcdme &) c\evlwf



1 1 1 —1
0] -2 -2
O o (0 o

o on o donc un sysleme éq&an,Qeu*‘

{x+\/+£ = -1
-ly-lit (o]
Ainsi 2y = -22 © y=-2 e}
X+y +2=-1 = X-242=—1
& X = -1
Or\objrwj’(&om

S.={C1,-2,2) ) zeR]

) Siafo 1, -1 dors
sysjréme équs vl ed

#*) now domme un

1 -a at Qa
=1 2a’ (a-1)@a+1)
o) O al@-1)w@+) | (a1) @a+1)



{ (ma-1)y+2a°2 = (@1 (as1)

a(a-1)(a+1) 2 = (a-1) (1)

Donc z = (a=17(a+7 (a+01,-1)
a (a1 (g4)
= 1
a

tn mmp\uguwi-.

(-a*-1) ¥y + la/(;_J = (a-1) (a+1)

= (-a*1)y = da*-1 -2a°
—) L’C{z-']) \/ = -a?'_/’
= V = 1
o
X-O\\/ 4—02,2 = Q



X -a(1)+a7/(%() = Q

= X -a+a =a

Ainsi o1 = { ca, 1, -;T) }

{(za/zerl s =1

\ {('1/'2/2)/2672% S a=—1

Exercice 5 [3 pts|

Dans chacun des cas suivants, le sous-ensemble F' est-il un sous-espace vectoriel de l'espace
vectoriel £ 7 Justifier la réponse.

. E=R}et F={0=(z,y,2) €ER}| z=yxz}.

2. E=R3et F={0=(z,y,2) € R¥| 2z+5y—92z=0}.
3. E=FRR et F={fecE| VzeR, f(z)=f(r—2x)}
4. E=R[X]et F={P€ E| P(0)=5}.

Le baréme inscrit est indicatif et non définitif



4 F et pas un Soui—gpace (i | el pa stable peu
?voo\ui’r SCq\a‘nve,/' Pw/ exemp\e on Peu* consnlévev
A=2 o R=(2.1,2). I et dair que % eF
@ 2= 1x2, cependamt

A W= 2.(212) = (4,2,4) ¢F
(4% 2x4=8

2. On va monter que F= { (x, ¥ Z) e ik} /2X+5y- ‘iZ;o}
et on Sous —espace de R®

(L) On note gue F+p @ (00,0)€ F puitque
2(0) +5(0) = 9(0) = 0.

(W) Stubilite pay addition  Soient U - (xy,2) & V=, 2)
dans F, cad, ox+sy-qz=o0 o 2x'+5y' -9& =0. On

(\O{Q CIU(
ot

=) )

U+vV = (X+x', \/“/‘) z+2')

2(x+x) + 5(/+y') = q(zrE' ) = 22X+ 5yroy-qz- 92
= @X Koy -9z +2X'+ 5)'-92

= O + O = o



-) -
Amsi u+v e F.

(w) Stabilike por produitscdaive - fol AeR o GCU/‘/,%)E F.
Notony que

N u= (A%, Az

o
2(AX) +5(AV -49(rz) = Al(2x+sy -9z)
- (- ?\-0
(40 yefF
= 0O
AW\SI/ %ﬂe?

Onwdedu\‘r (1uq F:':¢ d’ €+a\ole Pav +[R3 QJ" g d
()onc T Zﬂ Un ?Ovs'equuz ve(Jom) de R3

3. Comsideros  F = {$e FIR,R) / WxeR £(x)= f(ﬂ—x)g
foient N, pelk o H9eF Aory | pour tout x el

(M + rg) (x)

1]

Afo) + Mgx)
A fE-x)+ PG -x)
(A-f 4+ p9)(7-x)



Oon en deduit que

Afti+ M geF. (Deplus oel ww
Wxe R
0= 0= O(T-x) =0

hisi, T el un S0u; - ejpuce vedoviel de €= F(R, R).

\ e “ / \ .
T A oty quon a Hilise vme avtie “ medhode qui at qua«d MEwe
l(quwo&w\re av ui‘réve Hilive dany 2. N

4. F={Pe RIX] / P@) =51 el pa un sous-espace

de E=RX] n il nest pas stab le pa addition. ©Tn
d%‘d/ ontidevony

P=25
le polyndme onslande T e claiv que P(©0) = 5 of douc
et Cepwo\w! :
(P+P)(0) = Pco)+ Pcol
= 6+ 0
= 10

Ao, P+P ¢ T



