
Algebre Lineaire
DS 19 fevrier 2026

A+ C na pas de sens car la matrice A est de taille 1x2

et s est de taille 2x1 .

XA - 5D = 4/10i3 - 5i) - 5(7i + 8 - 1 + zi)

= (40i 12 - 20 % ) + ( -35 -405 - 10i)

= (+01 -35i - 4012-201 + 5 - 10i)

=(5i - 4017 - 30i)



AXB = (10;3 - 59) -296 - 9

1 -4i7i

= (-20i2 + 3 - 5i 60i - 72i + 202 - 90i + 21i - 352)
= ) - 5i + 2318i - 20 - 69i + 35)

BxA na pas de sens car le nombre de colonnes de B

est 3 mais le nombre de lignes de A est 1.

Axc = (10i 3 -5i)) ) = -80i +6 + 3i -10-5

= ( - 87i + 11)

-24+ 40 %(xA =( ) (10i 3 - 5i) =8

20i -18 6 - 10i+ 3i -592

= - 80 % - 24 + 40%

201 - 10 11 - 7 ;

C2 : n'a pas de sens can C n'est pas une matrice
carre

.



1. On cherche une matrice N telle que A = -Es +N.

Cela equivaut a

N = A + 13

N =

- 12 -41 E O

0 - 1 1 8+ 03

08 1- 1 00

N = 02 -4

8 O 3

00 8



2
.

On va montrer que N est nil potente, c'est a dive,

qu'il existe REIN tel que NK = 03x3 or 83x3

denote la matrice nulle de tuille 3x3 .
En effect :

N2 = 02 -H 02 -H

8 O 300 3

00 8 00 8

= 0 06

8 O O

8 o 8

Par ailleurs
,

N3 = N2 . N

00 6 O 2 -H

-
8 O 8 00 3

00 8 00 8

= 00 8

000

000



Ainsi
,
Nest nilpotente d'ordre 3.

3. 10 fason : On note que

NX(- (b) = Nx(t1) · [s)

= (- 1) . (NX [3)

= (-1)([3XN)

= ([3)xN

/zimefason) On montre NX ( -13) = (13) xN en

faisant le calcul :

02 -4 -10 8

NX (13) = 0 O 3 8
-1 8

00 8 00 -1

0 -24
=

8 0 - 3

8 o 8



f-(3) x N = - 1 E 8 02 -H

8 - 1 G 00 3

00 -700 8

I 0 - 2 H

8 O - 3

8 o 8

Ainsi NX(- [3) = (13)xN .

4. Soit nz 2
.

Comme Net-Ez commutent
,
alors

(a) on peut utiliser la formule du binme de Newton

comme Suit :

An = (N - Iz)"

= ()N
1) Ig = 13

=> (n)NK + (2- 14
- 4

. [a)

1 Nx I3 = NK



= ()Gk .

N

De plus , pour fort K23
NK = Daxs

,
dons :

Au = (h)5114 · No + (n)(1)"+ N + (n)5742N
= (-1)" . 13 + n . (- 1)n+ N + n(n-1)(-1)4

-2
. N2

2

Ainsi,

An = An 13 + Ion . N + Cn · N2

avec an = ( - 1)n
,
In = n . (- 1)n- et (n = n(n-1)(- 1)n

-2

2

10) En remplacant dans la formule dtenue dans (a) on

a :

n -2006An =(7)n .

100
+ n(1)n+ 02 - 4

+ n(n-1)(1)
010 803

000
001 000 2

000



I (- 1)" 2 . 42174-14n2-1742+ 3 . (1)4-2 (n)(n-1)

⑧ 1= 1)n 8

8 8 (- 1)n

(C) Si n est pair alors (-1) = 1
,
( ))n+

= - et

c- 1)
- 2

= 1
,
dona

An = 1 -zn 3n2+ n

8 1 - 34

8 8 1

si n est impair ,
alous (-1)" = - 1

,
2-1)n+ = 1

et ( -j)n- = - 1
,
donc

An = -12n - 3n2- n

8 - 1 3n

O E - 1



1. Soient A = 2 321 X = X et
&

4535 Y

-2 -6 -16 Z

8 10217 #

B = 7
&

On note que
5

- 16

- 13

2321 X 7

AX = BE)4535 Y =
5

-2 -6 -16 Z - 16

8 10217 t
- 13



# 2x + 3y + 2z + t = 7

4X =5y + 32 +5t = 5

- 2x - by - z + 6t =
-16&

8x +10y + 2z + 17t = -13

E (SE1) .

2. On va resoudre (SE) par pivot de Gauss :

[AIB] =
2 32 1 7 127he-24

45355 >

-2 -6 -16 -16
↳ (3 + 41

8 10217 -13 ↳ La-4h1

232 17
↳ 3
513-31223 2 17

0 -1 -13 - 9
S

0 - 1 -13 -9

17-9
LzLp2a 8 04 -218I

-6 13 -41

I
00 -47 -23

23 21 7

La = La+13 I 0 - 1 -13 -9
↳=

>
[
004 -218

↳=
8 005 -5 .



232170 - 1 -13 -9

02 -19I·
01 - 1

On otient ainsi un systeme equivalente a (SE) :

&
2x + 3y + 2z + t = 7

- y - z + 3t = -9

2z - t = 9

t =
- 1

Donc + = -1
,

2z - (- 1) = 9 = 27 + 1 = 9

=> 2z = 8

=> z = 4

et

- y - (4) + 3)- 1) = - 9 = -y - 7 = - 9

=> y = 9 - 7

=> y = 2



et

2x + 3y + 2z + t = 7 E)2x + 3(2)+ 2(4) +(1) = 7

=> 2x + 6 + 8 - 1 = 7

=> 2x + 13 = 7

=> 2x = - 6

=> X = - 3

On en decuit que l'ensemble des solutions de SE est done

par
S = 4( - 3

,
2

,
4

,
-1)] .

On commense par ecrive la matrice augmente de SE2) et on

va trouver une forme echelonnee. On va supposer d'abord que
a+0 :

1 - aa
2 A 1 -aaza

L = La- 911
a - 92 S 1 > 00 -a+a -a+7

a 1 - 93 1
b37(3 -9b0a7 1 - 293 -a+ 1



134)(2 1 - A a2 a 51) · Le

> >

O 93+ 1 -293 -a2+1
[ 1)· Ly

O 0 -a3+a -a+ 1

1 -aaz A

>
0 -a- 1293 a2- 1

00 a3 - a a
2

- 1

= 1 - G a
? a

O -a- 1 za3 (a-1)(a+1)

O 0 ala-1)(a+1) (a-1)(a+ 1)

On va discuter les solutions du systems en suivant les
valeurs de a :

(i) Si a = 0 : Dans ceas le systems (SE2) devient :

E

[ donc Se = #

y = 1

sav on a une equation impossible.



(ii) Si a = 1 : La matrice (*) devient :

1 - 1 1 1

O - 2 2 8

O 00
.

O

et on a donc un system equivalent :

S x - y + z = 1

- 2y + 2z = 0

Ainsi
, 2y = 27 El y = z et

X = 1 + y - z

x = 1 +z -z

X = 1
.

On olotient donc Se = ((1 ,
z

, 7)/ZERRY .

(iii) Si a = -1 : La matrice (A) devient :



1 1 1 - 1

O - 2 -2 O
&

O O 8 E

et on a donc un system equivalent :

(x + y + z = - 1

- 2y - 2z = 0

Ainsi, 2y = - 2z5 y = - z et

X + y + z = 1 = x - z + z = - 1

# X = - 1

On obtient donc S2 = ((-1 ,
-z

, z)/zERRY .

(iv) Si a + 0, 1 , -1 ,
alors (* ) nous done un

systeme equivalent :

1 - G a
? a

O -a- 1 za3 (a-1)(a+1)

O O ala-1)(a+1)(G-1)(a+ 1)



E)

S
X - ay + a3z = a

1a- 1)y + 2932 = (a-1)(a+1)

a(a- 1)(a+1)z = (a-1)(a+1)

Dons, z = (1)(a) (a = 0 , 1
,

- 1)

a (4-1)(1)

z = 1

a

En emplacant :

j-a- 1) . y + 29) = (a- x(a+ 1)

=> (-a3- 1)y = a2- 1 - 293

=> (- a2 - 1)y = - a2 - 7

=> y = 1

et

X - ay + a ? z = a

E)



x - a() +a) = a

=> X - a + a = a

=> X = 9

Ainsi S = <(a , 1 , 4))
En resumed :

19 ,
1,) Si

0
, 1 , -1

S1 =

& # Sia = 0

((1 , z,z)/zER] si a = 1

& (1,
- z, z)/zER) si a = - 1



1. F n'est pas un sous-espace car il n'est pa stable par

product salaive ; par exemple on peut considerer
X = 2 et = (2 ,

1
, 2) . Il est clair queF

car 2= 1x2
, cependant

X. = 2 . (2 , 1 , 2) = (4 ,
2 , 4) EF

car 4 2x4 =
8
.

2. On va montrer que F = ((X , Y , z) ER3/2x+5y - az =01
est un sous-espace de IR3.

(1) On note que F #0 car 10, 0,0 EF puisque

2(0) + 5(0) = 9(0) = 0
.

(ii) Stabilite par addition : Soient u = (x, Y, z) et v= (x ,y,z)

dans F
,

c.
a

.d
,

2x + 5y - 9z = 0 et 2x +5y) - qz =0
.
On

note que
i+ = (x +x

, y+y ,
z+z)

ef

2(x+x)) + 5(y +y)) - 9(z+z)) = 2x + 2x + 5y + 5y) - 97 - 9z

= 2x + 5y - 92 + 2X1 + 5y-9z--

E E + 0 = 0



Ainsi+ve F .

Disi) Stabilite par produitsculaire : Goit XERR et= (X,Y , z)E F
.

Notons que
X . m = (Xx , Xy ,

xz)

et

2(xx) + 5(xy) - 9(Xz) = x(2x+ 5y -qz)
1== X . 0

Car F
= E

Ainsi
,
D.EF .

On en deduit que FFQ et stable par +ps etops et

donc F est un sous-espace vectorial de IR3
.

3. Considerons F = (7e F(, 11/ EXER f(x) = f(x-X)]

Soient X
,MEIR et 7, 9 EF. Alors

, pour fort XIR
:

(x7 + mg)(x) = x . f(x) +M9(X)
= X . f(π- x) + M9(5-x)

= (x . 7 + M9)(π- x)



On en deduit que X .F+ M .g F .
De plus OFF sav

VxER

8 = 0(x) = 0(π- x) = 0
.

Ainsi
,
F est un sous-espace restoviel de E= FLIR, IR) .

A noter qu'on a utilise une autre "methode" qui est quand meme

equivalente au critere utilise dans 2 .#

4. F= [PEIR[X]/PJO1 = 54 n'est pas un sous-espace
de E = IRIX] car il n'est pas stable par addition. En
effect

, considerous

P = 5

le polynome constante .

It est slair que P(O)=et donz

PEF. Sependant :

(P+ P((0) = P(o) + P(d)
= 5 + 5

= 10

Ainsi
,
P+PKF .


