Corrections

Exercice 2.1.

(2.1.1) Pour ce premier systéme, on peut exprimer y et t en fonction de x et z :

y =1-2x-—2z N y =1-2x—-2z
3x—(1-2x—2z)—3z+2t =5 S5x—4z+2t =6

On peut choisir x et z comme parametres libres, dissons x = set z = r avec 5,7 € R. On en déduit :
58
y=1-2s—r, t=3—?+2r.
Donc, 'ensemble des solutions est :

8§ = {(s,l—Zs—r,r,3—%+2r> s,relR}.

(2.1.2) Pour le second systéme, en additionnant les deux premiéres équations, on obtient :
Cx+y—-2)+(x—y+2z)=0+0 = 3x=0 = x=0.
Maintenant, en substituant x = 0 dans les deux premieres équations :
y—z=0 = y=2z.
En substituant x = 0 et y = z dans la troisiéeme équation :
30)+3(z) —z=0 = 2z=0 = z=0.
Donc, y = 0 également. La seule solution du systéme est donc :

8, =1(0,0,0)}.
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Rappel 2. Avant de résoudre des systémes linéaires, rappelons quelques définitions et resultats importantes. On
fixe d’abord un systéme linéaire de la forme A - x = b ou :

ap; Q2 -0 Ay X1 b,

a a ] X b
A=|"20 "2 7 Tlenr (R),  x=|"2[eR et b=|["?|eR™

AQn1 A2 o App Xn bm

Voici quelques définitions clés :

« Lamatrice A est appelée la matrice des coefficients du systeme. On dit que A est sous forme échelonnée
en lignes si :
— Toutes les lignes composées uniquement de zéros sont en bas de la matrice.
— Le coefficient principal (c’est-a-dire 'entrée non nulle la plus a gauche) de chaque ligne non nulle,
appelé pivet, est strictement a droite du coefficient principal de la ligne au-dessus.

« La matrice augmentée du systeme est la matrice [A | b], obtenue en ajoutant le vecteur b comme une
colonne supplémentaire a la matrice A, c’est-a-dire :

a; A o ay, | b
a a - a b
[alp)=| @ o2 dn b
AQn1 A2 A bm

« Laméthode du pivot de Gauss consiste a utiliser des opérations élémentaires sur les lignes pour transformer
la matrice augmentée [A | b] en une forme échelonnée en lignes, facilitant ainsi la résolution du systéme.
Voici les trois types d’opérations élémentaires sur les lignes :

Opération élémentaire Notation
Echanger les lignes i et j Lo L;
Multiplier la ligne i par k # 0 kL;
Ajouter k fois la ligne i a laligne j | L; + kL;

« Il existe aussi la forme échelonnée réduite en lignes, qui est une version plus stricte de la forme échelon-
née en lignes. Une matrice est en forme échelonnée réduite en lignes si, en plus des conditions de la forme
échelonnée en lignes :

— Le pivot de chaque ligne est égal a 1.
— Chaque pivot est la seule entrée non nulle dans sa colonne.

Les mémes opérations élémentaires sur les lignes peuvent étre utilisées pour transformer une matrice en
forme échelonnée réduite en lignes.

» Lorque le systéme A - x = b est consistant, c’est-a-dire qu’il admet au moins une solution, I'ensemble des
solutions est le méme que celui du systéme avec sa matrice augmentée échelonnée en lignes, c’est-a-dire,
les solutions de [A | b] sont les mémes que celles de [A’ | b’] ou [A’ | b’] est 1a forme échelonnée en lignes
de [A | b]. La méme chose vaut pour la forme échelonnée réduite en lignes. C’est pourquoi on peut se
concentrer sur I'échelonnement de la matrice augmentée pour résoudre le systéme. Les systemes associés a
[A | b] et sa forme échelonnée en lignes [A’ | b’] sont dits alors équivalents.

« En général, nous nous concentrerons simplement sur I'utilisation des opérations élémentaires sur les lignes
pour transformer la matrice augmentée en forme échelonnée réduite en lignes, puis nous résoudrons le
systéme associé a cette derniére en utilisant une méthode appelée substitution inverse (ou remontée).
Des fois, nous pourrons nous arréter a la forme échelonnée en lignes si cela suffit pour identifier les solutions.
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Un systéme d’équations linéaires est consistant si et seulement si, quelque soit la forme échelonnée en
lignes (ou échelonnée réduite en lignes) de sa matrice augmentée [A | b], il n'existe pas de ligne de la forme
[00 --- 0| c]avecc # 0. Une telle ligne représenterait une équation impossible (comme 0 = ¢ avec ¢ # 0),
rendant le systéme inconsistant.

Le rang d’une matrice A, noté rg(A), est le nombre de lignes non nulles dans une forme échelonnée en lignes
(ou échelonnée réduite). Le rang donne une mesure de la “dimension” de I'espace engendré par les lignes
(ou colonnes) de la matrice. Une facon de le calculer est d’échelonner la matrice en utilisant des opérations
élémentaires sur les lignes, puis de compter le nombre de lignes non nulles dans la matrice échelonnée
résultante.

Soit A - x = b un systeme d’équations linéaires avec A € M, ,(R). Soit [A | b] la matrice augmentée du
systéme et soit [A’ | b’] une forme échelonnée (ou échelonnée reduite) en lignes de [A | b]. On classifie les
variables x1, x,, ..., X,, en deux catégories :

— Variables de base (ou principales) : Ce sont les variables qui correspondent aux colonnes contenant
les pivots dans la matrice échelonnée A’.

— Variables libres : Ce sont les variables qui ne correspondent pas aux colonnes contenant des pivots.

Une premiére version du théoreme du rang (ou théoréme de Rouché-Frobenius) stipule que si le systéme
A - x = b est consistant, alors

#(nombre de variables libres) = n — rg(A).

Un systeme linéaire consistant A - x = b admet donc une unique solution si et seulement si rg(A) = n (c’est-
a-dire qu’il n’y a pas de variables libres). De plus, si rg(A) < n, le systeme admet une infinité de solutions
paramétrées par les variables libres.

Dans 'exemple ci-dessus, on a une matrice en forme échelonnée en lignes (pas reduite) avec une ligne nulle.
On note qu’il y a deux pivots (dans les colonnes 1 et 2), donc rg(A) = 2. Comme il y a quatre variables
X,Y,z,w, on a n = 4. Donc, le nombre de variables libres est 4 — 2 = 2. On peut choisir z et w comme
variables libres.

x y z w|

@ 1 -1 3|5
0o (D) 3 -5|-9
O 0 0 0O

14



Exercice 2.2.
(SE;) : On écrit d’abord la matrice augmentée du systéme et on échelonne :

21 1)=2), o (t22/2), (12 2]2
1222 |[—5|211|=2|——S|0 -3 =3|-6
11 3]2 11 3|2 1 1 3|2
perr, (102 2] 2 etin @ 2 2|2 LeeLotL, @ 2 2|2
- 5]l0 -3 36— 0 @ 1|2|——= 0 @ 1|2
0 -1 1|0 0 -1 1|0 0 0 2|2

La matrice est en forme échelonnée en lignes. On note qu’il y a trois pivots (colonnes 1, 2 et 3), donc rg(A) = 3. De
plus il n’y a pas des lignes de la forme [0 0 0 | c] avec ¢ # 0, donc le systéme est consistant. Il y a trois variables
(x,y,z),donc n = 3. Le nombre de variables libres est 3 — 3 = 0. Dong, le systéme admet une unique solution. On

écrit le systéme associé :
xX+2y+2z =2

y+z
2z =2

Ensuite, on peut exprimer z, y et x :

Donc, I’ensemble des solutions est :
81 = {(—2, 1, 1)}

(SE,) : On écrit d’abord la matrice augmentée du systeme et on échelonne :

203 2[5, (1 -2 3]2), (1 -2 3 hepa, (172 3 ]2
1 =2 3 [2 =252 3 2|5 |22—="%10 7 -8|1|=2=—"%10o 7 -s8|1
4 -1 4 |1 4 -1 4 |1 4 -1 4 |1 0 7 —8|-7
-2 3|2
Ly«—L,—L
2 210 7 -s8|1

0 0 0 |-=8

Notons que ce dernier matrice est en forme échelonnée en lignes. On peut écrire le systeme associé :

xX—2y+3z =2
7y — 8z =1
0 =-8

Cette derniére équation est une contradiction, donc le systéme (SE;) n’a pas de solution. On écrit donc :

82 = @
(SE3) : On écrit la matrice augmentée et on échelonne :
1 -2 0|1y, (1201}, (1 -2 0]l
21 42 |————| 0 5 —4/0|———] 0 5 —4]0
3 -1 —413 3 -1 —4,3 0 5 —410

@ -2 o1
0o G5 —-410

0 o0 0|0

Ly—Ly;—L,
_

La matrice est en forme échelonnée en lignes. On note qu’il y a deux pivots (colonnes 1 et 2), donc le rang est égal a
2. De plusil n’y a pas des lignes de 1a forme [0 0 0 | c] avec ¢ # 0, donc le systéme est consistant. Il y a trois variables
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(SEy):

(SEs) :

(x,y,z), donc n = 3. Le nombre de variables libres est 3 — 2 = 1. On choisit z comme variable libre. On écrit le
systéme associé :

x=2y =1
5y—4z =0
0 =
Ensuite, on peut exprimer x et y en fonction de z :
4z 8z
y= 5 x=1+ 5

On choisit z = t comme parametre libre, avec t € R. L'ensemble des solutions est donc :

8t 4t

Encore une fois, on écrit la matrice augmentée et on échelonne :

2 7 3 0/|-5 @ 3 2 1/|-=2 @ 3 2 1]|-2
1 3 2 1 | =2 | Lielk 2 7 3 0|-=5 Ly<Ly—2L, 0 1 -1 -2]-1
E— _
3 8 8 11|13 3 8 8 11|13 3 8 8 1113
-2 -8 -2 6 |18 -2 -8 -2 6|18 -2 -8 -2 6 |18
@ 3 2 1 |- @ 3 2 1]|-=2 @ 3 2 1]|-=2
LieLy=3L, [ 0 1 =1 —2|-1 |Le<Let2l; | 0 Q) -1 —2|-1 |L<l+h [ 0 @O -1 —-2|-1
—_— _ _—
0 -1 2 8 |19 0 -1 2 8|19 0 0 1 6|18
-2 -8 -2 6 |18 0 -2 2 8 |14 0 -2 2 8 |14

2 1| =2 @ 3 2 1]|-2
L4<—L4+2L2 0
_—
0
0

3

O -1 —2|-1 Ly La O -1 —2|-1
0 @O 6 |18 0 @O 6 |18
0 0

o 0o M| 3

La matrice est maintenant en forme échelonnée (pas réduite) en lignes. Cette fois, on va continuer jusqu’a la forme
échelonnée réduite en lignes :

@ o 5 7|1 @ o o0 -23|-89
LelL-3, | 0 @O -1 —-2|-1 |L<L-5,; | 0 QO -1 -2 | -1
o0 0 O 618 o o @O 6 | 18
o 0o o @ 3 o o o @ 3
@ o o —23|-8 | (@ 0o 0 0[-20
Lel+#lsy; | 0 O 0 4 | 17 | L<li-sl [ 0 O 0 0| 5
0 0o @O 6 | 18 o o @O o] o0
o o o @ 3 o o o @ 3

La matrice est maintenant en forme échelonnée réduite en lignes. On note qu’il y a quatre pivots (colonnes 1, 2, 3 et
4), donc rg(A) = 4. De plus il n’y a pas des lignes de la forme [0 0 0 0 | c] avec ¢ # 0, donc le systéme est consistant.
Ily a quatre variables (x, y, z, t), donc n = 4. Le nombre de variables libres est 4 — 4 = 0. Le systeme admet donc
une unique solution. En écrivant le systéme associé on obtient justement "'unique solution :

84 = {(~20,5,0,3)}.
On écrit la matrice augmentée et on échelonne :

-2 4 =504\, © -2 4 =504\, 5 (© 2 4 -5|4
1 -1 1 -3 Ly<Ly—Ly 0 1 1 0
_—
30 -=3|1 0 5 —4 2 |-3 0
2 1 —4| 4 0 4 1 0
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O -2 4 -5 4
LL-L | 0 @O -1 1 |-3
_

0o 0 @O -3|12

0 0 0 00

La matrice est en forme échelonnée en lignes. On note qu’il y a trois pivots (colonnes 1, 2 et 3), donc rg(A) = 3. Le
systéme est consistant. Il y a quatre variables (x, y, z, t), donc n = 4. Le nombre de variables libres est4 — 3 = 1. On
choisit t comme variable libre. On écrit le systéme associé :

x—2y+4z—-5t =4

y—z+t =-3
z — 3t =12
0 =0

On exprime x, y et z en fonction de ¢ :

z=12+3t, y=-34+z—-t=-3+12+3t—-t=9+2t,

xX=4+2y—4z+ 5t
=4+2(9+2t)—4(12+3t) + 5t
=44+ 18+ 4t —48 — 12t + 5t
= —26 — 3t.

On choisit t = s comme parametre libre, avec s € R. L'ensemble des solutions est :
85 = {(—26 — 35,9+ 25,12+ 35,5)| s e R}.

(SEg) : On écrit la matrice augmentée et on échelonne :

1 1
-1 Y e, [ —= 1 0 -
2 -1 2 o1 . @ ;1 0|5 ) bk E :
1Ty Ly<Ly+4L
300 1 201 g g 1 2|1 [Beke ) 0 o 22—
2 1 -3 5|1 2 1 -3 5|1 —>
—4 2 0O 110 0 2 =5 5|0
—4 2 0 170 0 0 4 1|2
1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
@ _E 1 0 5 @ 5 1 0 5 @ 5 1 0 :
L2<—§L2 0 @ _4 41 Ly—Ly—2L, 0 @ _% % _é L3<——§L3 0 @ _% g _%
— 3 3| 3 |——— 23 | — ;
0 2 -5 5|0 o o -2 1|2 0 0 @ -1|-2
0 0 4 1] 2 0 0 4 1] 2 0 0 4 1 2
1 1 1 1
4 4 1 4 4 1
Ly<L,—4L; 0 @ _g g —g L4<—§L4 0 @ _g g _g
2 2
o 0 @© -1]-: 0o 0o @ -1]-2
0 0 0 5 ? o 0 o0 g

La matrice est en forme échelonnée en lignes. On note qu’il y a quatre pivots, donc rg(A) = 4 = n. Le systéme
admet une unique solution. Par substitution inverse :

[ 22 . 2+t_ 2+22_—10+22_12
1357 -7 773 35 T [35]
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(SE;):

(SEg):

1 4 4 1 4 12 4 22 1 48-8 1 40 _ 35440 75 [ 5

=4y =y .Z_ . 4z - __ _ 7 - - —|_Z
y=-3t3%73 3733573 35°- 37 105 3 105 105 105 70
ety 1 5 12 35-25-24 14 11
=Ty TET T T3 T 70 ST |75

Donc:
w{4-35 )
6~ 5° 7’3535/

On écrit la matrice augmentée et on échelonne :

Ly«<L,—L
3 =33 2]0 @® -1 10[0) 22 (@O -1 1 0]0
1 =1 1 1|0 |LeL | 1 -1 1 1|0 |L<L-sLi| 0 0 0 1|0
—_—

1 -1 10/0 3 =33 2|0 0 0 020
5 -557]|0 5 =55 7|0 0 0 07]0
et (@ -1 1 00
LelL-7, | 0 0 0 (|0

0 0 0 010

0 0 0 0O

La matrice est en forme échelonnée en lignes. On note qu’il y a deux pivots (colonnes 1 et 4), donc rg(A) = 2. Le
systeme est consistant (systeme homogene). Il y a quatre variables, donc n = 4. Le nombre de variables libres est
4 — 2 = 2. On choisit y et z comme variables libres. Le systéme associé est :

On exprime x et t en fonctionde y et z :
t=0, x=y—z

On pose y = setz =r avec s, € R. L'ensemble des solutions est :
8 ={(s—r,s,r,0)| s,y € R}.

On écrit la matrice augmentée et on échelonne :

3 4 1 23 VL3l (3) 41 2|3 B 41 2|3
Ly«<L,—2L, Ly<L;—4L,

6 8 2 5|7 |———=| 0 00 |1 |/ 0 00 D1

9 12 3 10|13 0 00 4 |4 0 00 010

La matrice est en forme échelonnée en lignes. On note qu’il y a deux pivots (colonnes 1 et 4), donc rg(A) = 2. Le
systéme est consistant. Il y a quatre variables, donc n = 4. Le nombre de variables libres est 4 — 2 = 2. On choisit y
et z comme variables libres. Le systéeme associé est :

3x+4y+z+2t =3
t =1
0 =0
On exprime x et t en fonctionde y et z :
1-4y -z
t=1, 3x=3—-4y—z—-2t=3—-4y—z—-2 —= x=—7T—.

Onposey = setz =r avec 5,7 € R. Lensemble des solutions est :

88 — {(L?,S_r“g,r, 1)
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(SEg) : On écrit la matrice augmentée et on échelonne :

Ly—L;—3L
34 1 23 popoh B 41 2 Lo, B 41 2] 3
6 8 2 6 ——]1 0 00 — =] 0 00 @] 1
9 12 3 100 0 00 4 |-9 0 00 0]-10
La matrice est en forme échelonnée en lignes. La derniére ligne représente ’équation 0 = —10, ce qui est une
contradiction. Donc le systéme est inconsistant :
89=®.
(SE;p) : On écrit la matrice augmentée et on échelonne :
11 1
11 1 Ly«L,—3L @ 0 - - 5
Do e (O ERE[C T Y
- 2 3 1 -1 2 2 4T 2 2 2
-1 -1 3 0 |-1 A
-1 -1 3 0 |-1 S O
1 2 1 -1|1 -
1 2 1 -1|1 o 2 3 3|1
2 21 2
11 1 11 1
® o - 1! ® o -1 1L ® o - Ll
Ly—Ly+L 2 13 . 2 2|3 ) 2 22
Loel—2L, 0 @ = = | = |Leik 0 O - = | - |Li<L-L o ®» - - | -
et N 2 2 2 |— 2 2 2 2 2 2 2
0 0 3 1|0 o0 @ ;|0 o0 @ ;|0
1 5 1 1 5 1 8 1
0 0 - —=|- - =] == — | —=
3 3 3 0 0 > > > 0 0 O 3 >
@ o -1 1|1
S|
Ly——3L, o O - = |-=
LN 2 2|2
0o 0o (O 110
3
o o o (O =

La matrice est en forme échelonnée en lignes. On note qu’il y a quatre pivots, donc rg(A) = 4 = n. Le systéme
admet une unique solution. Par substitution inverse :

16’ 3 3 16 16’

1 1 1 1 1 3 164+1-3 14 7
y=37E Tyt T n T T 2 TnT e
=i 1 1,1 1 3 _16-1-3_ 12 _ 3

2 2 2 2 32 32 32 32 8

Donc:
wel3 543
07 \8 16" 1616/
(SEq;) : Encore une fois, on écrit la matrice augmentée et on échelonne :

1|5\ Ll—2h @O 1 1 1 5

2 -1 1 -1|4 ® 1 1 A

1 1 1 1|5 |Lek | 2 =1 1 —=1|4 |[LieLst | o @ 1 -3| -6
1 -2 3 -1/]10 1 -2 3 -1]10 0O -3 2 =2| 5
31 0 1|4 31 0 14 0 -2 -3 —2/|-11

-3 -1 =3| —6 Ls‘—L3—§L2 0 -3 -1 -3|-6
-2 =3 =2|-11 0 0 — 0 |-7
0 3 1] U 0 0 3 1|11

Ly<L3—L, 0O -3 -1 -3| —6 LyoLy
0 0 3 1 11
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(D1 1 15 1 1 1]5 (@
Lie=3ls | 0 =3 =1 =3 |—=6 |L<L-3; [ 0 -3 -1 =3|-6 [L2=3k2 | 0
_— _— _—

o o @O o] 3 o o @O o3 0
0
)

w N W

o o0 3 1|11 0O 0 0 1| 2

La matrice est en forme échelonnée en lignes. On note qu’il y a quatre pivots, donc rg(A) =
admet une unique solution. Par substitution inverse :

1
t=2, z=3, y=2—§z—t=2—1—2=—1,

X=5-y—z—t=5+1-3-2=1.

Donc :
811 = {(15 _1’ 31 2)}

Exercice 2.3.

(2.3.1) On écrit la matrice augmentée du systeme (SE;,) et on échelonne :

Ly,<~L,+L
@ -3 4] 2 et Q) -3 4 2 (@ -3 4 2
LyLy—SL Ly—3L,
2 5 —8|-10|—25f0 2 4| 8 [=25]0 @© -2 | -4
3 6 m| m 0 —3 m—6|m—3 0 -2 m—6|m-3
LyLy+31, @ -3 4 2
——]l 0 @ -2 | —4

0 0 m—9 m-9
On discute suivant les valeurs de m :

— Sim # 9, la matrice est en forme échelonnée en lignes. On note qu’il y a trois pivots, donc rg(A) = 3 = n.
Le systeme admet une unique solution. Par substitution inverse :

S m—-9 " "
y=—44+2z=—-4+4+2=-2,
3 3
x:1+§y—22:1+§(—2)—2:1—3—2:—4.

Doncpourm #9:
S ={(—4,-2, 1}

— Si m = 9, la matrice échelonnée devient :

QO -2|-4

@ -3 4|2
0
0 0|0

La matrice est en forme échelonnée en lignes. On note qu’il y a deux pivots (colonnes 1 et 2), donc rg(A) = 2.
Le systéme est consistant. Il y a trois variables, donc n = 3. Le nombre de variables libres est 3 — 2 = 1. On
choisit z comme variable libre. Le systeme associé est :

2x—=3y+4z =2
y—2z =—4

On exprime x et y en fonction de z :
y=-4+42z,
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3
=1+zy-2
X 5y -2z

=1+;(—4+2z)—2z

=1—-6+4+3z-2z
=—-542z.

On pose z =t avec t € R. L'ensemble des solutions est :
S, ={(=5+t,—4+2,1)| teR}.

(2.3.2) Pour le systéme (SE;3), on utilise les résultats précédents :

— Sim # 9, la solution unique de (SE;,) est (—4, —2,1). On vérifie si cette solution satisfait la quatrieme
équation du systeme (SE;3) :
X+y+z=—-4-2+1=-5%3.

Donc pour m # 9, le systéme (SE;3) est inconsistant :
Si3=0.
— Sim = 9, 'ensemble des solutions de (SE;,) est :
S, ={(=5+t,—4+2t,t)| teR}.
On impose la quatriéme équation du systéme (SE;3) :
x+y+z=(-5+t)+(—4+2t)+t=-9+4t=3.

Cela donne :
4t =12 = t = 3.

On remplace ¢ dans 'expression des solutions :
xX=-5+4+43=-2, y=—-4+23)=2, z=3.
Donc pourm =9:

813 = {(_2’ 2’ 3)}

Exercice 2.4.

(SEj4) : On va commencer sous 'hypothese que a # 0 (car on veut faire des operations de type L; < L; — aL;. Nous
traiterons le cas a = 0 a la fin). On écrit la matrice augmentée et on échelonne :

1 1 2a-1 1 Lelb-al, (@) 1 2a -1 1
a 1 1 1 =251 0 1-a —2d*+a+1|1-a
1 a 1 3(a+1) 0 a-—-1 -2a+2 3a+2
Lol ® 1 22a—1 1 E:E_Bﬁz 1 1 ga—l 1
0 1-a —2a*+a+1|1—a |—| 0 a—-1 2a*—a—-1| a-1
0 0 —2a>—a+3|2a+3 0 0 2a+a-3|-2a-3

1 1 2a—1 1
=10 a-1 QRa+1)a-1) a—1
0 0 (a+3)a—1)|—-Ra+3)

On discute suivant les valeurs de a :
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— Sia # leta # —> la matrice est en forme échelonnée en lignes. On note qu’il y a trois pivots, donc
rg(A) = 3 = n. Le systeme admet une unique solution. Par substitution inverse :

s —(2a+3) -1
 (a+3)a-1 a-1

=a—l—(2a+1)(a—1)z_a_l_(2a+1)(a_1)(a___11) _a-1+2a+1_ 3a

a—1 a—1 a—1 a-1

x=1-y—Qa—-1)z
3a -1
=1- 5 -a-n()
(a—1)—3a+2a-1
a—1

-2
a—-1"

el 2
Y= N\a=-1"a=-1a-1/}"

— Si a =1, la matrice échelonnée devient :

Doncpoura;életa;é—z:

La derniere ligne représente ’équation 0 = —5, ce qui est une contradiction. Donc le systeme est inconsis-
tant :

814 = @.
— Sia = —%, la matrice échelonnée devient :
@ 1 -4]1
0 _5 5|5
2 2
0O 0 O 0

La matrice est en forme échelonnée en lignes. On note qu’il y a deux pivots (colonnes 1 et 2), donc rg(A) = 2.
Le systéme est consistant. Il y a trois variables, donc n = 3. Le nombre de variables libres est 3 — 2 = 1. On
choisit z comme variable libre. Le systeme associé est :

x+y—4z =1

5 5
—5y+52 ==
On exprime x et y en fonction de z :
y=1+2z,
x=1—-y+4z
=1—-(1+4+2z)+4z
= 2z.

On pose z = ¢t avec t € R. Lensemble des solutions est :

814: {(2t,1+2t,t)| t e R}
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Enfin, on traitelecasa =0:

R P @ 1 -1]1 L, @ 1 -1]1
01 1|1|———=| 0o @ 1|1 |——=] 0 @O 1|1
10 1|3 0 -1 2 |2 0 0 3|3

La matrice est en forme échelonnée en lignes. On note qu’il y a trois pivots, donc rg(A) = 3 = n. Le systéme
admet une unique solution. Par substitution inverse :

z=1, y=1-z=0, x=1-y4+z=1-04+1=2.

Donc poura =0:
814 = {(25 Oa 1)}‘

(SE;5) : On écrit la matrice augmentée et on échelonne :

1 1 =11 L2 ((1Q) 1 -1 |1
Ly—L3—Ly

2 3 a|3|—=| 0 1 a+2]|1

1 a 3|2 0 a-1 4 |1

On discute suivant les valeurs de a :

o Sia =1 alors la matrice devient :

®» 1 -1]1
0o @O 3|1
0 0 @1

La matrice est en forme échelonnée en lignes. On note qu’il y a trois pivots, donc rg(A) = 3 = n. Le systeme
admet une unique solution. Par substitution inverse :

1 1 1
= — =1- =1—- 1=
z T y 3z 3(4> 1
1
4

Doncpoura=1:

« Sia # 1, on continue ’6chelonnement :

@D 1 -1 1
Ly—L;—(a—1)L
s NG a+2 1
0 0 —(a+3)a—-2)|—-a+2

On discute encore suivant les valeurs de a :

— Si a = 2 alors la matrice devient :
@ 1 -1]1
0o @O 4|1
o o (©]o
La matrice est en forme échelonnée en lignes. On note qu’il y a deux pivots (colonnes 1 et 2), donc
rg(A) = 2. Le systéme est consistant. Il y a trois variables, donc n = 3. Le nombre de variables libres
est 3 — 2 = 1. On choisit z comme variable libre. Le systéme associé est :

x+y—z =1
y+4z =1

On exprime x et y en fonction de z :
y=1-4z,
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x=1-y+z
=1-(1-42)+z
= 5z.

On pose z =t avec t € R. L'ensemble des solutions est :
815 = {(St,l —4t,t)| t e R}.

— Sia # 1eta # 2, on peut alors diviser la troisiéme ligne par (a — 2) pour obtenir :

@D 1 -1 1

0 O a+2 1

0 O -1

Si a = —3 alors la matrice devient :
@ 1 -1]1
0 @O -1]1
0O 0 0 |-1
La derniére ligne représente '’équation 0 = —1, ce qui est une contradiction. Donc le systeme est
inconsistant :
815 =J.

Si a # —3, la matrice est en forme échelonnée en lignes. On note qu’il y a trois pivots, donc rg(A) =
3 = n. Le systéme admet une unique solution. Par substitution inverse :

,__ -1 _ 1
T —(a+3) a+3’

y=1—(a+2)z=1_(a+2)< 1 )_(a+3)—(a+2)_ 1

a+3 a+3 T a+3’
x=1-y+z

1 1
=1 — I

a+3+a+3
=1.

Doncpoura #1,a#2eta # -3:

1 1
815_{<1’a+3’a+3>}'

Enrésumé,ona:

{(0,1,0)} sia=1,

{(5t,1—-4t,t)| te R} sia=2,
15 = %) sia =-3,

{(1, a%g, a%z)} sinon.

Exercice 2.5.
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(1) (SEq¢) : On écrit la matrice augmentée et on échelonne :

110 0]a @ 1 0 o
01 10|b|L<L-L| 0 @O 1 0
001 1|a 0o 0o @1
1 00 1|b 0 -1 0 1
@ 1 0 0] a @ 1

Ly« —Ly—

Ll [ 0 @ 1 0| b LL-L | 0 (D
0 0 O 1| a 0 0
0 0 1 1|(2b—a 0 0

On discute suivant les valeursde a et b :

a

b

a
b—a

0 O a
1 O b
@D 1 a
0 0]|2b—2a

— Sia # b alors 2b — 2a = 2(b — a) # 0 et la derniére ligne représente '’¢quation 0 = 2(b — a), ce qui est une

contradiction. Donc le systéme est inconsistant :
816 =J.

— Si a = b, la matrice échelonnée devient :

@ 1
o @
0 O
0 0

(=l = ]
S Q Q Q

0
1

@
0

La matrice est en forme échelonnée en lignes. On note qu’il y a trois pivots (colonnes 1, 2 et 3), donc rg(A) = 3.
Le systeme est consistant. Il y a quatre variables, donc n = 4. Le nombre de variables libres est 4 — 3 = 1. On

choisit t comme variable libre. Le systéme associé est :

X+y a
y+z =a
z+t =a

On exprime x, y et z en fonction de ¢ :

xX=a—-y=a-—t.

On pose t = s avec s € R. Lensemble des solutions est :
S16={(a—s,5,a—s,5)| seR}.

(2) (SE;7) : On écrit la matrice augmentée et on échelonne :

L R L ® 1 2 1 LyeLy—L,

1 2 1|2 Ly«<L3;—3L, 0O 1 -1 1 Ly—L4—L,
_—

3 4 5|a 0 1 —-1|a-3

01 3|b 0O 1 3 b

On discute suivant les valeurs de a et b :

@ 1 2 1
o @ -1] 1
0 0 0 |a-—4
0 0 4 |b-1

— Si a # 4, la troisiéme ligne représente ’équation 0 = a — 4, ce qui est une contradiction. Donc le systeme est

inconsistant :
817 = @
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— Si a = 4, 1a matrice échelonnée devient :

®» 1 2 1 @ 1 2 1
0o O -1| 1 Lel; | 0 @O -1 1
0 0 0] 0 0 0 4 |b-1
0 0 4 |b-1 0 0 0| O

On discute encore suivant les valeurs de b :

— Si b # 1, la matrice est en forme échelonnée en lignes. On note qu’il y a trois pivots, donc rg(A) = 3. Le
systeme est consistant. Il y a trois variables, donc n = 3. Le nombre de variables libres est 3 — 3 = 0. Le
systeme admet une unique solution. Par substitution inverse :

b-1

4 >

4z=bh—-1 = z=

Clag_qa b1 _a+b-1 [b+3
y=ivz= 2 - 4 |74

b+3 b—-1 4-(b+3)-2(b-1) 4-b—-3-2b+2 3-3b
x=1—y—2221—T—2- = = =

4 4 4 4

3—3b b+3 b—-1
817 = 4 > 4 4 )}

— Si b =1, la matrice échelonnée devient :

Doncpoura =4etb #1:

°®)
Y=

La matrice est en forme échelonnée en lignes. On note qu’il y a trois pivots, donc rg(A) = 3. Le systéme

est consistant. Il y a trois variables, donc n = 3. Le nombre de variables libres est 3 — 3 = 0. Le systéme
admet une unique solution. Par substitution inverse :

z=0,

y=14z=14+0=1,
Xx=1-y—-2z=1-1-0=0.
Doncpoura =4etb=1:

817 =1(0,1,0)}.
En resumé,ona:

%) sia # 4,

817 = {(Oa 1: O)} Si a=4et b = 1’
3—3b b+3 b-1 .
{(T,T,T)} sia=4etb#1.
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