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ALGEBRE LINEAIRE
FICHE 3 : ESPACES VECTORIELS - SOUS-ESPACES VECTORIELS

Exercice 1. On munit R? de I’opération interne + et de I’opération externe - suivantes :
V(z,y),(@"y) ER?, VAER

(z,9) + (2",y) = (z + 2"y +y)
A (zyy) = Az, N ly) si A #£0, et 0- (z,y) = (0;0).

(R?, +, -) est-il un espace vectoriel sur R ?
Exercice 2.

Vérifier si R?, muni des opérations interne et externe suivantes, est un espace vectoriel sur R :
pour tout (a,b), (c,d) € R? et pour tout A € R :

(D) (a,b) + (c,d) = (a+c,b+d) et X (a,b) = (a, \b).
() (a,b) + (c, d) = (a+c,b+d)etX-(a,b) = (Na, \?D).
(3) (a, b) + (¢,d) = (¢,d) et A - (a,b) = ()\a Ab).

4) (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d) et/\ (a,b) = (Aa, \b).

Exercice 3. Soient les vecteurs suivants de R*: @ = (0; 2; —2; 1) b= (1;3;1;—1) et &= (—3;0;4; 2).
Calculer les vecteurs 7 = @ + 3b — 2¢et @ = 5(2@ — 3¢) + 2(—b — 3@) + (5b + 120).

Exercice 4. Soient les vecteurs suivants de R*: @ = (1;0;2;4), b= (0;1;9;2) et &= (—4;2;10; —12).
Trouver deux réels z et y tels que xd + yb = C.

Exercice 5. Dans chaque cas, établir si I’ensemble V;, 1 < ¢ < 6, est un sous-espace vectoriel de V' :
)V =RetV, = Q.
Q) V=R?etVy =R x Z.
(3)V=RPetVz =R xR x {0}.
4) V =R?*etV, ={(z,y) € R? | 2* = y?}. Représenter géométriquement I’ensemble V.
(5) V=R?*et Vs ={(z,y) € R? | 2z + y = 0}. Représenter géométriquement I’ensemble V.
6)V=RtetVs={(z,y,2,t) eR |z —y=0etz+ 2+t =0}

Exercice 6. Soit F(R,R) I’ensemble des fonctions de R dans R. On rappelle que c’est un espace
vectoriel sur R muni des opérations + et - données par:  V f,g € F(R,R),V A€ R

f+9g: R — R Af:R — R
r =  f(z)+g(x) r = A(x)
Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de F (R, R) ? Justifier.

() Fy={f e F(R,R) | f(1) = 0}.

Q) B ={feFR,R)|f(0)=1}.
(3) F3 ={f € F(R,R) | f estcroissante}.
4 Fy={f e FR,R)| f(—z) = —f(z) pour tout = € R}.
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Exercice 7. On considere I’espace vectoriel £ = R[X| des polyndmes a coefficients réels.
Les sous-ensembles F; de E suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de £ = R[X] ? Justifier.
() i ={PeF|P(X—-1)=P(XH}
(2) b, ={P e E|P(-1) =5}
(3) F5;={P € E|P=0 ou P estde degré impair }.
4) Fy={Pe€ E|degP <n},oun e N*~.

Exercice 8. Soient ay, - - - , @, et b des vecteurs de R". On consideére 1’ensemble
Vec{dy,...,d,} = {aid + -+ apd, | a1,..., 0, € R}
Montrer que :

(1) Vec{d,,...,d,} estun sous-espace vectoriel de R".
(2) si Vec{dy,--- ,d,} N Vec{b} n’est pas nul, alors Vec{b} C Vec{d;, - ,d,}.

Exercice 9. Soit F(R, R) I’espace vectoriel de 1’exercice 6.

Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses ? Justifier.
(1) La fonction exponentielle est dans Vec{sin, cos}.
(2) L’ensemble des fonctions tendant vers 0 en 400 est un sous-espace vectoriel de F (R, R
(3) L’ensemble des fonctions tendant vers 1 en 400 est un sous-espace vectoriel de F (R, R

).
).
Exercice 10. On considere les ensembles suivants :

E={(z,y,2) eR¥|x+y=0ety+2=0}

F={(z,y,2) e R® |z + 2y + 2 = 0}.

G={(z,y,2) eR® |z +y+2=0}

H={(z+z,2—22r+y+32) e R® | z,y,2 € R}

(1) Montrer que E, F, G et H sont des sous-espaces vectoriels de R3.

(2) Déterminer ENF, ENGet ENH.
(3) Les ensembles £ U F et £ U G sont-ils des sous-espaces vectoriels de R3 ?

Exercice 11. Soient V; et V5 deux sous-espaces vectoriels de R”.
Soit ’ensemble V; + Vo = {tU) + ¥ | 1) € V] et v € Va}.
(1) Montrer que V; N V5 et V4 + V5 sont des sous-espaces vectoriels de R™.

(2) Montrer que V; U V5 est un sous-espace vectoriel de R" si et seulement si V3 C V5 ou V, C V.
(3) En déduire que si V] # R" et Vo, # R™, alors V; U V, #£ R™.

Exercice 12. Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses, en justifiant la réponse :
(1) Pour @,b € R, on a Vec{a@} U Vec{b} = Vec{a, b}.
(2) Soient @y, -- ,a, € R" (p > 2).
Sid, € Vec{ay,--- ,d,_1},alors Vec{dy, - ,d,} = Vec{dy, -, dp_1}
(3) Soient @y, -+ , @y, b1, ... b, € R
Si Vec{l;l, e ,l;q} C Vec{dy,--- ,d,}, alors ¢ < p.

Exercice 13. Soient @, b, @ € R" et o, B,v € Rtels que aff # 0 et ad + 8b + ~é=(0;---;0).
Montrer qu’on a Vec{d, ¢} = Vec{b, ¢}.

Exercice 14. Dans R, soient @ = (—1;2;1) et b = (0; 1; —1).
(1) Déterminer = € R pour que (z;1;2) € Vec{a, 5}
(2) Soient @ = (1;0; —3) et ¥ = (—2; 5; 1). Montrer que Vec{a, b} = Vec{, 7}.
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