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FICHE DE TD 3 : ESPACES VECTORIELS

Espaces Vectoriels et sous-espaces vectoriels

Exercice 1. On munit R? de 'opération interne + et de l'opération externe - suivantes :
V(x,y),(x',y)eR?, VieR
)+ LYy =+ Xy +y')
A-(x,y)=@Ax,A7y)sid #0, et 0- (x,y) = (0,0).

(R2, +, -) est-il un espace vectoriel sur R ? — Correction

Exercice 2. Vérifier si R?, muni des opérations interne et externe suivantes, est un espace vectoriel sur R. Pour tout
(a,b),(c,d) e R?> et pour tout 1 e R :

2.1) (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)etd-(a,b) =(a,Ab).
(2.2) (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)etd-(a,b) = (1%a,A%b).
(2.3) (a,b) + (c,d) =(c,d) et A-(a,b) = (1a, Ab).

24) (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)etd-(a,b) =(Aa,Ab).

— Correction

Exercice 3. Soient les vecteurs suivants dg R*:a = (0,ﬁ2, -2,1), b= (1,3,1,—1) et ¢ = (=3, 0,4, 2). Calculer les vecteurs
U=d+3b—2Cetw = 5(2d — 3¢) + 2(=b — 3a) + (5b + 120). — Correction

Exercice 4. Soient leg vecteurs suivants de R* : a@ = (1,0, 2, 4), B =(0,1,9,2) et ¢ = (—4, 2,10, —12). Trouver deux réels
x et y tels que xd + yb = C. — Correction

Exercice 5. Dans chaque cas, établir si 'ensemble V;, 1 < i < 6, est un sous-espace vectoriel de V' :
(5.1) V=RetV, =0Q.

(52) V=R2%etV, =R X Z.

(5.3) V=R3etV; = RxR x {0}

(5.4) V=R2%etV, ={(x,y) € R? | x> = y?}. Représenter géométriquement I'ensemble V.

(5.5) V=R?et Vs = {(x,y) € R? | 2x + y = 0}. Représenter géométriquement 'ensemble V5.
(5.6) V=R*et Vs ={(x,y,z,t) e R* | x—y=0etx+z+1t =0}

— Correction

Exercice 6. Soit (R, R) I'ensemble des fonctions de R dans R. On rappelle que c’est un espace vectoriel sur R muni
des opérations + et - données par: Vf,g € F(R,R), VA ¢ R

R

f+g: R — R A-fiR —
x — Af(x)

x = flx)+gx)



Parmi les ensembles suivants, lesquels sont des sous-espaces vectoriels de (R, R)? Justifier.
(6.1) F; ={f e F([R,R) | f(1) = O}

(6.2) F, ={f e F[R,R) | f(0) =1}

(6.3) F3={f €« F(R,R) | f est croissante}.

(6.4) Fy ={f e F(R,R) | f(—x) = —f(x) pour tout x € R}.

— Correction

Exercice 7. On considére I'espace vectoriel E = R[X ] des polyndmes a coefficients réels. Les sous-ensembles F; de E
suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de E = R[X]? Justifier.

(71) F, ={P e E | P(X — 1) = P'(X?)}.

(72) F,={P e E| P(-1) = 5}.

(7.3) F3 ={P € E | P = 0 ou P est de degré impair}.
(74) Fy, ={P € E | degP < n},oun e N*.

— Correction

S
Exercice 8. Soient Fll, s Eip et b des vecteurs de R". On considere 'ensemble
> > - -
Vec{ay,...,ap}t ={qa; + - +apa, | ag,...,a, € R

Montrer que :

(8.1) Vec{d,, ..., d,} est un sous-espace vectoriel de R".

(8.2) siVecid,,...,d,}N Vec{b} n'est pas nul, alors Vec{b} C Vec{d,, ..., dp}.

— Correction

Exercice 9. Soit (R, R) l'espace vectoriel de Exercice 6. Les affirmations suivantes sont-elles vraies ou fausses? Justi-
fier.

(9.1) La fonction exponentielle est dans Vec{sin, cos}.
(9.2) L'ensemble des fonctions tendant vers 0 en +oo est un sous-espace vectoriel de F(R, R).

(9.3) L'ensemble des fonctions tendant vers 1 en +oo est un sous-espace vectoriel de #(R, R).

— Correction

Exercice 10. On considére les ensembles suivants :

E = {(x,y,2)eR3|x+y=0ety+z =0}

F = {(x,y,2)eR3|x+2y+2z =0}
G = {(x,y,2)eR3|x+y+z=0}L
H = {x+z,x—2z2x+y+32)eR?®|x,y,zeR}.

(10.1) Montrer que E, F, G et H sont des sous-espaces vectoriels de R3.
(10.2) Déterminer ENF,ENGetENH.

(10.3) Les ensembles E U F et E U G sont-ils des sous-espaces vectoriels de R3?

— Correction

Exercice 11. Soient V; et V, deux sous-espaces vectoriels de R”. Soit 'ensemble V; +V, = {U; + U, | U] € V; et U, € V,}.



(11.1) Montrer que V; NV, et V; 4+ V, sont des sous-espaces vectoriels de R".
(11.2) Montrer que V; U V, est un sous-espace vectoriel de R" si et seulementsi V;, C V, ouV, C V;.
(11.3) En déduire quesi V; # R" et V, # R", alors V, UV, # R".

— Correction

Exercice 12. Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses, en justifiant la réponse :

(12.1) Pour @,b € R", on a Vec{d} U Vec{b} = Vec{d, bl.

(12.2) Soient dy, ...,d, € R" (p > 2).Sid, € Vec{dy, ..., dp_1}, alors Vec{dy, ..., dp} = Vec{ds, ..., dp_1}.
(12.3) Soient aj, ..., ap,Bl, ,Bq e R". Si Vec{gl,...,l;q} C Vec{d,, ..., dp}, alors g < p.

— Correction

Exercice 13. Soient d,b,CeR"et a,fB,y € Rtelsque af # Oetad + Bl; +y¢ = (0, ...,0). Montrer qu’on a Vec{d, ¢} =
Vecib, c}. — Correction

Exercice 14. Dans R3, soientd = (-1,2,1) et b= (0,1,-1).
(14.1) Déterminer x € R pour que (x, 1,2) € Vec{d, b}.
(14.2) Soientu = (1,0,—3) et U = (-2, 5,1). Montrer que Vec{d, b} = Vecli, 0}

— Correction



Corrections fiche 3 : Espaces Vectoriels

Exercice 1.

Rappel 1. Espaces vectoriels :
Un espace vectoriel sur K (ou K est un corps comme R ou C) est un ensemble E muni de deux lois

« 45 : EXE — E appelée “addition” ou “loi interne”, (&1, 0) - U +5 U
« -5 : KX E — E appelée “multiplication par un scalaire”, ou “loi externe”, (,14) = A -g U
qui satisfont aux axiomes suivants :
(A1) Laloi 45 est associative : Vi, U, W € E, (U +5 ) +5 W = U +5 (U 45 W).
(A2) Laloi +p est commutative : Vii,U € E, ti +5 U = U +5 U.

(A3) Laloi +5 admet un élément neutre (a gauche et a droite) :

=
E U.

Sy
+

JMeE|VueE, tU+gh=1u=

(A4) Tout élément de E a un opposé pour laloi+5:Vi e E,30 e E |t +5 U = K.
(Autrement dit, + est une loi de groupe commutatif sur E.)
(M1) Laloi - est associative : VA, u € K,Vii € E, 1 -5 (u -p 1) = (A X u) g .
(M2) La multiplication par 'unité 1 du corps est l'identité¢ de E : Vil € E, 1 - U = U.
et enfin

(MA1) Laloi -5 est distributive par rapport a I’'addition +5 :

(MA2) Une autre forme de “distributivité” :

V/l,,L{EK, VﬁEE, (A+M)Eﬁ:/1Eﬁ+E:uEﬁ

Les éléments de E sont alors appelés des vecteurs et les éléments de K des scalaires.
Sous-espaces vectoriels :

Un sous-ensemble W d’un espace vectoriel E est appelé sous-espace vectoriel de E si W est lui-méme un
espace vectoriel avec les mémes scalaires, addition et multiplication par un scalaire que E.

Théoréme (Critere de sous-espace) : Soient E un espace vectoriel et W un sous-ensemble non vide de E.
Alors W est un sous-espace de E si et seulement si :

(a) Siu,veW,alorsu +z0e W (Stabilité par addition)
(b) Siti e WetcelK,alorscu e W (Stabilité par multiplication scalaire)
Quelques propriétés des espaces vectoriels :

L’intesection N;;W; d’une famille quelconque de sous-espaces vectoriels {W;};; dun espace vectoriel E est
un sous-espace vectoriel de E.

L'union de deux sous-espaces vectoriels W, et W, d’un espace vectoriel E n’est pas forcément un sous-espace
vectoriel de E.

Etant donné des vecteurs 03, Us, ..., 17,, dans un espace vectoriel E, I’ensemble de toutes les combinaisons
linéaires de ces vecteurs, noté Span(v;, U, ..., U,,) ou Vect(V}, Uy, ..., U,), est un sous-espace vectoriel de E.



L'ensemble R? muni des opérations définies dans ’énoncé n’est pas un espace vectoriel sur R car la propriété de distri-
butivité de I’addition de scalaires n’est pas vérifiée. En effet, pour A = 2, u = 3et (x,y) e R%, ona:

A+ - (x,y)=5-(x,y) = (5x, %y),

mais ) ) S
A-(x,y)+u-(x,y)=(2x, )+ (3x, ;y) = (5x, gy)-

Cela montre que (A + u) - (x,¥) # A - (x,y) + u- (x,y).

Exercice 2.

(2.1) Lensemble R? muni des opérations définies en (2.1) n'est pas un espace vectoriel sur R car la propriété de distributi-
vité de la multiplication scalaire par rapport a 'addition n’est pas vérifiée. En effet, pour 1 = 2, u = 3 et (a, b) € R?,

ona:
A1+ -(a,b)=5-(a,b) =(a,5b),

mais
A-(a,b) + u-(a,b) =(a,2b) + (a,3b) = (2a, 5b).

Cela montre que (A + w) - (a,b) # A -(a,b) + u - (a, b).

(2.2) Lensemble R? muni des opérations définies en (2.2) n'est pas un espace vectoriel sur R car la propriété de distributi-
vité de la multiplication scalaire par rapport a 'addition n’est pas vérifiée. En effet, pour 2 = 2, u = 3 et (a, b) € R?,

ona:
A+ w)-(a,b)=5-(a,b) =(25a,25b),

mais
A-(a,b)+ u-(a,b) = (4a,4b) + (9a,9b) = (13a, 13b).

Cela montre que (4 + u) - (a,b) # 1 - (a,b) + u - (a, b).

(2.3) L'ensemble R? muni des opérations définies en (2.3) nest pas un espace vectoriel sur R car la propriété de I'existence
du vecteur nul n'est pas vérifiée. En effet, s’il existait un vecteur nul (0, 0) tel que pour tout (a,b) € R2, on ait
(a,b) + (0,0) = (a, b), alors on aurait (par la définition) (a, b) = (0, 0) pour tout (a, b) € R?, ce qui est absurde.

(2.4) L'ensemble R? muni des opérations définies en (2.4) est un espace vectoriel sur R car toutes les propriétés d’un espace
vectoriel sont vérifiées. Cela découle du fait que les opérations sont les opérations usuelles de R?. La vérification de
chaque propriété est laissée en exercice au lecteur.

Exercice 3.
Calculons d’abord le vecteur U :

G +3b—2¢

0,2,-2,1)+3(1,3,1,—-1) — 2(-=3,0,4,2)
0,2,-2,1)+(3,9,3,-3) + (6,0, -8, —4)
0+3+6,24+9+0,-2+3—-8,1—3—-4)
(9,11, -7, —6).

<y
i

Maintenant, calculons le vecteur w :

W = 5(2d — 30) +2(=b — 3@) + (5b + 120)
10d — 15¢ — 2b — 6@ + 5b + 12¢

43 +3b — 3¢

4(0,2,-2,1) +3(1,3,1, —1) — 3(=3,0,4,2)
(0,8,—8,4) +(3,9,3,—3) + (9,0, —12, —6)
0+3+9,8+9+0,-8+3—12,4—3—6)
(12,17, —17, —5).



Exercice 4.
On cherche des réels x et y tels que :

x(1,0,2,4) + y(0,1,9,2) = (—4,2,10,—12).
Cela revient a I’égalité des composantes :
(x,y,2x +9y,4x + 2y) = (—4,2,10,—12).

Ce qui donne le systéme d’équations suivant :

x=—-4
y=2
2x+9y =10
4x +2y = —12

En remplacant x et y dans les deux derniéres équations, on obtient :

2(-4)+9(2) =-8+18=10
4(-4)+22)=-16+4=-12

Ce qui est vrai. Donc, les valeurs x = —4 et y = 2 satisfont '’équation donnée. Ainsi, on a :

—4G+2b=2C

Exercice 5.
Dans cet exercice, nous allons nous servir du théoréme de critere de sous-espace vectoriel (voir Rappel 1) pour déterminer
si chaque ensemble V; est un sous-espace vectoriel de V.
(5.1) L'ensemble V; = Q n’est pas un sous-espace vectoriel de V' = R car il n’est pas stable par multiplication scalaire.
Par exemple, si l'on prend le scalaire 4 = \/5 e Retlevecteurg=1€eQ,onalqg = \/5 & Q.

(5.2) Lensemble V, = R X Z n’est pas un sous-espace vectoriel de V' = R? car il n’est pas stable par multiplication scalaire.

Par exemple, si l'on prend le scalaire A = % e Retle vecteur (2,1) e V,,onal-(2,1) =(1, é) &V, car i & 7.

(5.3) Lensemble V; = R x R x{0} est un sous-espace vectoriel de V = R? car il est bien stir non vide et stable par addition
et par multiplication scalaire. En effet, pour tous (x;, y;,0), (x5, ¥5,0) € V5 et pour tout scalaire 1 € R, on a :

(X1, ¥1,0) + (x2,2,0) = (X1 + X3, ¥1 + ¥,,0) € V3,

et
/1 . (xl,y]_,o) = (/1x1,/1y1,0) € V3.

. ensemble = {(x,y) € x* = y*} nest pas un sous-espace vectoriel de V = car il n’est pas stable

54) L ble V, = {(x,y) € R? 2 2} n’est p p toriel de V = R? il n’est pas stabl
par addition. Par exemple, si l'on prend les vecteurs (1,1) et (—1,1). On note qu’ils appartient a V, car 1> = 1% et
(—1)? = 12. Mais leur somme est (0, 2) qui n’appartient pas a V, car 0> # 2.



(5.5) L’ensemble V5 = {(x,y) € R? | 2x + y = 0} est un sous-espace vectoriel de V' = R? car il est non vide, par exemple
(0,0) € V5, etil est stable par addition et par multiplication scalaire. En effet, pour tous (x;, ¥;), (x5, ) € V5 et pour
tout scalaire A e R,ona:

2X1+y;1=0 et 2x,+y,=0,

donc la somme (x, ;) + (X, ¥,) = (X1 + X, y1 + ¥,) vérifie I'équation aussi car
206 +X2) + (1 +32) = 2x1 +y1) + (2% +¥2) =0+ 0=0.
De méme, pour la multiplication scalaire, on a :
2Ax) + (Ay) =A2x; +y;)=A4-0=0.

y

2x+y=0

(5.6) Lensemble V¢ = {(x,y,z,t) e R* | x —y = 0et x + z + t = 0} # @& (il est non vide car par exemple (0,0, 0,0) € V)
est un sous-espace vectoriel de V' = R* car il est stable par addition et par multiplication scalaire. En effet, pour
tous (xq, Y1, 21, 1), (X2, ¥2, 22, t5) € Vg et pour tout scalaire A e R,on a:

xl—y1=0, X1+Zl+t1:0,



x2—y2=0, X2+Z2+t2=0,
donc la somme (xy, ¥1, 21, t1) + (X2, Y2, 22, t5) = (X1 + X3, V1 + V2, 21 + 25, 1] + t,) Vérifie les équations aussi car
(X1 +x) =1 +y2) =1 —y)+(x2—=»)=0+0=0,

1+x)+(Z1+2)+ (G +t)=0q+2z+t)+ (0 +2,+t,)=0+0=0.

De méme, pour la multiplication scalaire, on a :
Ax; —Ayy =A(x; —y1)=4-0=0,

/1x1+/121 +/1t1=/1(x1+21+t1)=/10=0

Exercice 6.

(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)

Rappel 2. L’espace vectoriel #(R,R) des fonctions de R dans R est muni des opérations suivantes : pour tous
f,g € F(R,R) et pour tout scalaire A € R,

f+g: R — R A-f iR
X

R
x —  f(x)+g gx) A

—
—>

‘= Jf(X)

Lensemble F; = {f € F(R,R) | f(1) = 0} est un sous-espace vectoriel de F(R, R) car il est non vide (par exemple
il contient 'application constante 0) et il est stable par addition et par multiplication scalaire. En effet, pour tous
f,g € Fy et pour tout scalaire A e R,on a:

f+D)=f1)+g1)=0+0=0,
et
- H=4f1)=1-0=0.
Ainsi, f +ge Fyetd- f e Fy.

Lensemble F, = {f € F(R,R) | f(0) = 1} n’est pas un sous-espace vectoriel de F(R, R) car il n’est pas stable par
addition. Par exemple, si 'on prend les fonctions constantes f(x) = 1 et g(x) = 1. On note qu’elles appartiennent
a F, car f(0) = 1 et g(0) = 1. Mais leur somme est la fonction constante h(x) = 2 qui n’appartient pas a F, car
h(0) =2 #1.

Lensemble F; = {f € F(R,R) | f est croissante} n'est pas un sous-espace vectoriel de F(R, R) car il n’est pas stable
par multiplication scalaire. Par exemple, si I'on prend la fonction f(x) = x qui appartient a F5 car elle est croissante.
Mais pour le scalaire 1 = —1, la fonction g(x) = —f(x) = —x n’appartient pas a F; car elle est décroissante.

Lensemble F, = {f € F(R,R) | f(—x) = —f(x) pour tout x € R} est un sous-espace vectoriel de F(R, R) car il est
stable par addition et par multiplication scalaire. En effet, pour tous f, g € F, et pour tout scalaire A € R,on a:

(f +8)(=x) = f(=x) + 8(=x) = —f(x) — g(x) = =(f(x) + g(x)) = =(f + &)(),

et

(- )=x) = 2f(=x) = A=f(x)) = —=(Af(x)) = =(1 - [)().
Ainsi, f +ge F,etd- f e F,.



Exercice 7.

(7.1)

(7.2)

(7.3)

(7.4)

Lensemble F; = {P € E | P(X — 1) = P’(X?)} est un sous-espace vectoriel de E = R[X] car il est stable par addition
et par multiplication scalaire. En effet, pour tous P, Q € F; et pour tout scalaire A e R,on a:

P+QX-1)=PX-D+QX -1)=PX*)+QX*)=(P+Q/(X?),
ou la derniére égalité découle de la linéarité de lopération de dérivation. De méme,
(A-P)X-1)=AP(X —1) = AP'(X*) = (A - P)(X?).
Ainsi,P+ Qe F,et1-P e F,.

L'ensemble F, = {P € E | P(—1) = 5} n’est pas un sous-espace vectoriel de R[X] car il n’est pas stable par addition.
Par exemple, si 'on prend les polyndmes constants P(X) = 5 et Q(X) = 5. On note qu’ils appartiennent a F, car
P(—1) = 5et Q(—1) = 5. Mais leur somme est le polyndme constant R(X) = 10 qui n’appartient pas a F, car
R(-1)=10#5.

Lensemble F; = {P € E | P = 0 ou P est de degré impair} n’est pas un sous-espace vectoriel de R[X] car il n’est pas
stable par addition. Par exemple, si l'on considére P(X) = X3+X2 et Q(X) = —X°>. On note que P et Q appartiennent a
F car P et Q sont de degré impair. Mais leur somme est le polynome (P+Q)(X) = X3+X2—X3 = X2 qui n’appartient
pas a F; car il est de degré pair et il n’est pas nul.

Lensemble F, = {P € E | deg P < n}, ot n € N*, est un sous-espace vectoriel de R[X] car il est stable par addition
et par multiplication scalaire. En effet, pour tous P, Q € F, et pour tout scalaire A e R,on a:

deg(P + Q) < max(degP,degQ) < n,

et
degP sil#0

deg(1 - P) =
& ) 0 siA =0

Dand les deux cas on a que deg(4 - P) < n. Ainsi,P+ Q e F,et1-P e F,.

Exercice 8.

(8.1)

(8.2)

On va montrer que Vec{d,, ..., d,} est un sous-espace vectoriel de R". En effet, soient i, U € Vec{d;, ..., d,} et A € R.
Par définition de Vec{d;, ..., &p}, il existe des scalaires ay, ..., &y, By, ..., B € R tels que :

donc
U+0=(ay+Bd; + -+ (a, + Bp)d, € Vecldy, ..., dp},
et
A ﬁ = (/‘[al)a)l + -+ (/‘lap)ap € VeC{al, ey ap}
Ainsi, Vec{d, ..., d,} est stable par addition et par multiplication scalaire (il est clair que 0 € Vec{d, ..., dp}), ce qui
montre que c’est un sous-espace vectoriel de R".
Supposons que Vec{d;, ..., Eip} N Vec{l;} n’est pas nul. Cela signifie qu’il existe un vecteur non nul v tel que U €

Vec{d, ..., dp}et U e Vec{b}. Par définition de Vec{b}, il existe un scalaire y € R tel que 0 = ub. Comme T est non
nul, on a 4 # 0. On peut donc écrire :

b=1c
u
Comme U € Vec{d,, ..., d,} et que Vec{d,, ..., d,} est un sous-espace vectoriel (comme montré en (8.1)), il en résulte
queb € Vec{dy, ..., dp}. Par conséquent, tout vecteur de la forme Ab (ot € R) appartient égalementa Vec{d,, ..., d,}.
Ainsi, on a montré que Vec{b} C Vec{d,, ..., dp}.



Exercice 9.

(9.1) L’affirmation est fausse. On procede par contradiction. Supposons qu’il existe des scalaires «, 8 € R tels que pour

(9.2)

(9.3)

tout x € R,
e* = asin(x) + 3 cos(x).

En évaluant cette équation en x = 0, on obtient :
e’ = asin(0)+Bcos(0) = 1=0+8-1 = =1
De plus, en prenant la dérivée de chaque c6té, on a :
e* = acos(x) — B sin(x).
En évaluant cette équation en x = 0, on obtient :
e’ =acos(0)—fBsin(0)) = 1=a-1-1-0 = a=1.

Ainsi, on a que e* = sin(x) + cos(x) pour tout x € R. Cependant, cette égalité n’est pas vraie pour tous les x € R.
Par exemple, en évaluant en x = 7z, on obtient :

e” =sin(r)+cos(r) = " =0—-1 = " = —1,

ce qui est faux car e” > 0. Par conséquent, l'affirmation est fausse.

Laffirmation est vraie. En effet, 'ensemble des fonctions tendant vers 0 en +oco est un sous-espace vectoriel de
F(R,R). Soient f et g deux fonctions qui tendent vers 0 en +oo, et soit A un scalaire réel. Alors :

lirﬁp (f(x)+gx) = liIP flx)+ lir}_l gx)=0+0=0,

ou la premiere égalité découle de la propriété de la limite de la somme de deux fonctions, notons que cela est valable
car les deux limites existent et sont finies. De méme, par la propriété de la limite du produit d’une fonction par un
scalaire,on a :

lim (Af(x))=21 lim f(x)=1-0=0.
X—+00 X—+0o0
Cela montre que I'ensemble est stable par addition et par multiplication scalaire.

L’affirmation est fausse. En effet, considérons les fonctions constantes f(x) = 1 et g(x) = 1. On note qu’elles appar-
tiennent a 'ensemble des fonctions tendant vers 1 en +oo car lim,._, o, f(x) = 1 etlim,_,, g(x) = 1. Cependant,
leur somme est la fonction constante h(x) = 2, qui n’appartient pas a cet ensemble car lim,_, , , h(x) = 2 # 1. Ainsi,
I'ensemble n’est pas stable par addition, ce qui montre que ce n’est pas un sous-espace vectoriel de F(R, R).

Exercice 10.

(10.1)

On va montrer que E, F, G et H sont des sous-espaces vectoriels de R3. Soient 1,0 € E et 1 € R. Par définition de E,
il existe des réels x;, ¥y, 21, X2, V5, 2, tels que :

U= (x5,y,21)avecx; +y; =0ety; +z; =0,

U= (X3,¥5, 2) avec X, + y, = 0 et y, + z, = 0.

Donc,
U+0=(X + X3, Y1 + 2,21 + 23),
ou
(1 +x)+ (1 +y2) =1 +y1)+ (X2 + ) =0+0=0,
et

D1 +y)+ (@ +2) =01 +2)+ (2 +2)=0+0=0.
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Ainsi, i + U € E. De plus,
A- il) = (/Lxl,lyl,/‘lzl),

ou
Ax)+Ay)=Ax;+y;)=1-0=0,

et
Ay +Az) =201 +2)=4-0=0.

Ainsi, 1-1 € E. Par conséquent, E est un sous-espace vectoriel de R3. De maniére similaire, on peut montrer que F,
G et H sont également des sous-espaces vectoriels de R3.

Exercice complémentaire 1. Finir la démonstration pour F, G et H.

(10.2) On va déterminer EN F, EN G et E N H. Pour trouver E N F, on cherche les vecteurs (x,y, z) qui satisfont les
conditions de E et de F simultanément. Ainsi, on a le systéme d’équations suivant :

x+y=0
y+z=0
x+2y+z=0

On va utiliser 1a méthode du pivot de Gauss pour résoudre ce systéme :

@ 1 00 @ 1 o|o\L<LL (1) 0 —=1|0
Ly<Ls—L, Ly<L-L,
0 1 1/0|]=——>] 0 @ 1|0 o O 110
1 2 110 0O 1 1(0 0O 0 00
Le systéme est donc équivalent au systéme suivant :
x—z=0
y+z=0
Onposez =t avect € R eton trouveque x =t ety = —t. Ainsi,ona:
ENF ={(t,—t,t)|teR}=Vec(l,—1,1).
De méme, pour E N G, on a le systéme d’équations suivant :
x+y=0
y+z=0
xX+y+z=0
On peut encore une fois utiliser la méthode du pivot de Gauss pour résoudre ce systéme :
_ Ly—L+L
@ 100 Ly«L;—L, @ 1 010 Li«L,-L, @ 0 110 L; <—L; —Li @ 0 0 0
0 11/0|][—/——=] 0 @ 1/0|]——=| 0 @ 1 |o0 o @O oo
1 11/0 0 0 10 o o M]o 0o o @|o

On trouve ainsi que E N G = {(0,0,0)}. Enfin, pour E N H, on cherche les vecteurs (x, y, z) tels que :

x+y=0
y+z=0

et
(x,y,z) =(a+c,a—c,2a+ b+ 3c) pour certains a, b, c € R.
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En substituant les expressions de x, y et z dans les équations de E, on obtient le systéme suivant :

(a@a+c)+(a—c)=0
(a@a=c)+QRa+b+3c)=0

ce qui équivauta:

2a=0
3a+b+2c=0

On trouve ainsi que a = 0 et b = —2c. En substituant ces valeurs dans l'expression de (x, y, z), on obtient :
(x,¥,z) =(c,—c,c) pourc € R.
Ainsi,ona:
ENnH ={(,—c,c)| ceR}=Vec(l,-1,1).

(10.3) On va déterminer si les ensembles E U F et E U G sont des sous-espaces vectoriels de R3. Considérons d’abord EUF.
Soient #1,U € E UF et A1 € R. Ily a plusieurs cas a considérer :

— Siu,veE,alorsii+0e ECEUFetl-ueECEUF.
— Siu,veF,alorsu+0eFCEUFetl-ueFCEUF.
— Siu = (uy,uy,u3) € Eetv = (vy,0,,0;) € F,alors :

U+ U= (uy +0y,uUy + Uy, Uz + U3).
On note que 4 + U appartient & F car :

(up +01) +2(uy + vy) + (U3 +v3) = (U +up) + (uy +u3) + v + 20, + 03
=0+0+0
=0.
Ainsi,i+Ue FCEUF.Lecasu € F et U € E est similaire. On en déduit que E U F est stable par addition et
par multiplication scalaire, donc c’est un sous-espace vectoriel de R3.

Considérons maintenant E U G. Dans ce cas, on peut trouver un contre-exemple pour montrer que E U G n’est pas
un sous-espace vectoriel de R3. Soient i = (1,—1,1) € Eet U = (1,—1,0) € G. Il est facile de vérifier que i € E car
14+(-1)=0et—1+1=0.Deméme, U € G car 1 + (—1) + 0 = 0. Cependant, leur somme est :

u+v=2,-21).

Onnotequeti + U & Ecar2 + (—=2) = Omais —2+ 1 # 0. De plus, i + U & G car 2 + (=2) + 1 = 1 # 0. Ainsi,
U+ U & E UG. Par conséquent, E U G n’est pas stable par addition, donc ce n’est pas un sous-espace vectoriel de R3.

Exercice 11.

(11.1) On va montrer que V; NV, et V; 4+ V, sont des sous-espaces vectoriels de R". Soient 1,0 € V; NV, et 1 € R. Par
définition de I'intersection, on a u, v € V; et i, U € V,. Comme V, et V, sont des sous-espaces vectoriels, on a :

Uu+veVietu4+veV,,

donc i + U € V; N V,. De plus,
A-deVietd-ueV,,

donc A - i € V, NV,. Ainsi, V; NV, est un sous-espace vectoriel de R".

Maintenant, soient 4, U € V; + V, et 1 € R. Par définition de la somme, il existe des vecteurs iy, ii,, U;, U, tels que :

ﬁ = ﬁl + 17[2, avec 17[1 € Vl,az € Vz,
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(11.2)

(11.3)

6= Jl + 62, avec 171 € Vl’ 82 € Vz.

Donc,
ﬁ+17= (ﬁl + 61)+(ﬁ2 + Uz),

ou U, + U; € V; ety + U, € V, car V; et V, sont des sous-espaces vectoriels. Ainsi, i + U € V; + V,. De plus,
/1&=/11_i1+/1ﬁ2,

ould-i, € Vyetd- i, e V,car V; et V, sont des sous-espaces vectoriels. Ainsi, A - i € V; + V,. Par conséquent,
V1 + V, est un sous-espace vectoriel de R".

On va montrer que V; U V, est un sous-espace vectoriel de R" si et seulement si V; C V, ou V, C V. Supposons
d’abord que V; U V, est un sous-espace vectoriel de R" et sans perte de généralité, supposons que V, ¢ V. On va
alors montrer que V; C V,. Soit U € V;. Comme V, ¢ V7, il existe un vecteur i € V, tel que # & V;. Comme U € V;
etu € V,, leur somme U + 1 € V; U V,. Cependant, U+ u ¢ V; car sinon, on auraitu = (U4 1) — U € V, ce qui
contredit notre choix de . Ainsi, U + i € V,. Comme V, est un sous-espace vectoriel, on a :
U=0+u)— u eV,
N———— N——
eV, €Vy

Cela montre que V; C V,. La réciproque est évidente : si V; C V,, alors V; UV, = V,, qui est un sous-espace
vectoriel de R". De méme, si V, C V;, alors V; UV, =V, qui est aussi un sous-espace vectoriel de R". Ainsi, on
conclut que V; U V, est un sous-espace vectoriel de R" si et seulement si V; C V, ouV, C V.

On va montrer que si V; # R" et V, # R", alors V; UV, # R". Supposons par 'absurde que V; UV, = R".
Alors, V1 UV, = R" est un sous-espace vectoriel de R” (Oui! Il est evident que R" est un sous-espace vectoriel de
lui-méme). D’aprés (11.2), cela implique que V; C V, ou V, C V. Supposons sans perte de généralité que V, C V,
(le cas V, C V; estsimilaire). Alors,ona V, = V; UV, = R", ce qui contredit I’hypothése que V, # R". Ainsi, notre
supposition initiale est fausse, et on conclut que si V; # R" et V, # R", alors V, UV, # R".

Exercice 12.

(12.1)

Laffirmation est fausse. En effet, considérons les vecteurs a = (1,0) et b= (0,1) dans R%. On a:
Vec{a} = {(t,0) | t € R},

Vecib} = {(0,£) | t € R}

Donc, .
Vec{d} U Vec{b} = {(t,0) | t e R}U{(0,8) | t € R},

tandis que .
Vec{d, b} = R2.

Cela montre que Vec{da} U Vec{B} # Vec{d, B}. Ci-dessous une figure illustrant cette situation. Le deux axes repré-
sentent respectivement Vec{d} et Vec{b}, tandis que le plan entier représente Vec{a, b}.
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(12.2)

(12.3)

Laffirmation est vraie. En effet, si d,, € Vec{d, ..., d,_;}, alors il existe des scalaires a;, ..., a,_; € R tels que :
dp = a1dy + Ay + .o + Ap_1Gp_;.

Donc, si U € Vec{d,, ..., &p} , alors il existe des scalaires i, ..., 8, € R tels que :

U= B1dy + By + ... + Bp1dp 1 + Bpdp.
En substituant I’'expression de ap dans celle de U, on obtient :

U= B1dy + By + o + Bpo1dp_1 + Bp(aydy + apdy + oo + p_1Gp)
Cela peut étre réarrangé comme suit :
U= + ﬁp“l)al + (B, + /3p052)6_iz + ot Byt ﬁp‘xp—l)ap—l-

Cela montre que U € Vec{d,,...,d,_,}. Ainsi, on a Vec{d,, ...,a,} C Vec{d,,...,d,_,}. Linclusion inverse est évi-
1 p—1 1 D 1 p—1
- - - -
dente, donc on conclut que Vec{a,, ..., ap} = Vec{a,, ..., ap_l}.

Laffirmation est fausse. En effet, considérons les vecteurs e; = (1,0) et e, = (0,1) dans R?, et le vecteurs d =
(1,1),b =(2,2)et¢ = (3,3)dans R%. On a:
Vec{e, &;} = R?,

mais N
Vec{d, b, c} = Vec{a},

car b et ¢ sont des multiples scalaires de d@. Ainsi, on a Vec{d, b,c} C Vec{e,,é,}, mais 3 £ 2. Cela montre que
l’affirmation est fausse.

Exercice}3. . .
Soient @,b,C € R" eta, B,y € R tels que aff # 0 et ad + Bb + y¢ = (0, ...,0). On va montrer que Vec{d, ¢} = Vec{b, c}.
Commencons par montrer que Vec{d,c} C Vecib, &. Soit U € Veci{d,c}. Par définition de Vec, il existe des scalaires
A1, 4, € R tels que :

l_; = lla + 128.

En utilisant I'équation donnée (2 noter que a # 0 car a8 # 0 et de méme pour f3), on peut exprimer a en fonction de b
etc:

ad =—pb—yc = &:—Eb— c.

QI
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En substituant cette expression dans celle de U, on obtient :

- g - - A g /1

v=2/4 (—Eb— Zc) + A,c = _hB +< ar +/12)

a a a
Cela montre que Ue Vec{b ¢}. Ainsi, on a Vec{a, ¢} C Vec{b ¢}. De maniére similaire, on peut montrer que Vec{b ¢t C
Vec{a, ¢}. Soit w € Vec{b c}. Par définition de Vec, il existe des scalaires u;, 4, € R tels que :
u_)) = ,ull; + Mzg.

En utilisant I'équation donnée, on peut exprimer b en fonction de @ et ¢ :

fb=—adi—y8 = b=—=d—L¢é.

I

a
B
En substituant cette expression dans celle de w, on obtient :

LB=#1(—%5—; )+uzc——'u;?aa+<—%+,u2>

Cela montre que | W € Vec{a,c}. Ainsi, on aVec{b ¢} C Vec{d, ¢}. En combinant les deux inclusions, on conclut que
Vec{d,c = Veclb, ch.

Exercice 14.

(14.1) Oncherche x € R tel que (x, 1,2) € Vec{a, E}. Par définition de Vec, cela signifie qu'on cherche des scalaires o, § € R
tels que :
(x,1,2) = a(-1,2,1) + (0,1, —1).

Cela équivaut au systéme d’équations suivant :

X=-a
1=2a+8
2=a—p
On peut résoudre ce systéme en substituant la premiere équation dans les deux autres. En substituant « = —x dans

la deuxieme équation, on obtient :
1=2(—x)+p = f=1+2x.

En substituant « = —x dans la troisiéme équation, on obtient :

2=—-x-—5.

En substituant I'expression de § trouvée précédemment, on a :
2=—-x—-(142x) = 2=-3x—-1 = 3=-3x = x=-1.

Ainsi, la valeur de x pour que (x, 1, 2) € Vec{d, 5} est x = —1.

(14.2) Onvas’en servir de !’ Exercice 13 deux fois pour montrer que Vec{d, b} = Vec{u, b} Vec{u, v}. Premiérement, on
va montrer que Vec{a, b} = Vec{u, b} On cherche des scalaires a, 3,7 € R tels que aff # 0 et

ad + Bb + vii = (0,0,0).

Cela équivaut au systéme d’équations suivant :

—a+08+y=0
2a+pB+0y=0
a—pf-3y=0
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On va résoudre ce systéme en utilisant le pivot de Gauss :

— Ly«—L,+2L —

10 1[o)Lkh (o1 0 1 f0), (:) 0o 1o
2 1 oo |0 1 2|0 |20 @ 20
1 -1 =310 0O -1 =210 0 0O olo

On choisit y comme paramétre libre, et on trouve :

a=y
B=-2y

En choisissant y = 1, on obtient ¢ = 1 et 8 = —2, ce qui satisfait la condition af # 0. On vérifie que en effet :

1-(-1,2,1)+(-2)-(0,1,-1)+1-(1,0,-3) = (0,0, 0).
~—

>

b i

Par ’Exercice 13, on a donc Vec{d, b} = Vec{ii, b}. Maintenant, on va montrer que Vec{u, b} = Vec{ii, 0}. On cherche
des scalaires a, 8,7 € R tels que aff # 0 et

aii + Bb + yT = (0,0,0).
Cela équivaut au systéme d’équations suivant :

a+08—-2y=0
Ox+B+5r=0
—3a—-B+1y=0

On va résoudre ce systéme en utilisant le pivot de Gauss :

L0 =200) . @ o =210 LeeLitl, @® o =210
0 1 5|0|]———] 0 @ 5 — =10 @ 510
-3 -1 1 |0 0 -1 =50 0O 0O 01O
On choisit y comme parametre libre, et on trouve :
a =2y
g ==5r
En choisissant y = 1, on obtient ¢ = 2 et 8 = —5, ce qui satisfait la condition af # 0. On vérifie que en effet :

2-(1,0,-3)+(-5)-(0,1,-1)+1 - (-2,5,1) = (0,0,0).
—

-

5 5
u b v

Par I’Exercice 13, on a donc Vec{ii, b} = Vec{ii, 0}. En combinant les deux égalités, on conclut que Vec{d, b} =
Vec{u, U}.
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