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FICHE DE TD 4 : FAMILLES GENERATRICES, BASES ET DIMENSION

Familles Génératrices, Bases et Dimension

Exercice 1. Soient Uy, ..., U, des vecteurs d’'un espace vectoriel V sur R. Ecrire avec des quantificateurs les affirmations
suivantes :

(1.1) 0y, ...,0, engendrent V.
(1.2) 0y, ...,0, n'engendrent pas V.
(1.3) Uy, ..., U, sont linéairement indépendants.

(1.4) Uy, ..., U, ne sont pas linéairement indépendants, c.-a-d. sont linéairement dépendants.

— Correction

Exercice 2. Soient les vecteurs de R3 suivants :
21 u=(@1,-1,2),v0=(-1,1,1) et w = (3,3, 3).
(22) u=(2,0,-1),0=(1,3,4) etw = (1,1,1).

Montrer que les vecteurs u, U, W sont linéairement dépendants. Ecrire dans chaque cas une relation liant ces trois
vecteurs. — Correction

Exercice 3. Soit {0}, ..., U,} une famille libre d’un espace vectoriel V (n > 2). On considére les vecteurs wy, ... , W,
donnés comme suit :

N
w1=Ul,

— -
w2 =Ul+02,
- - - -
W, =0;+0,+ - +0,.

Montrer que les vecteurs W, ..., W, sont linéairement indépendants. — Correction

Exercice 4 (Extrait du DS de Mars 2024). Dans l’'espace vectoriel E = F(R, R) des fonctions de R dans R, on considere
la famille ¥ = {f, g, h} avec Vx € R, f(x) = cos x, g(x) = x sin x et h(x) = x? cos x. Montrer que la famille F est libre
dans E. — Correction
Exercice 5. Soit E I'espace vectoriel des fonctions de R dans R. On considére les trois vecteurs de E :

fi:R->R, x—e&& fH:R->R, x—e¥* f;:R->R, x—e¥
Montrer que la famille {f;, f,, f3} est libre. (On pourra considérer le comportement de la fonction exponentielle a

I'infini.) — Correction

Exercice 6. Soient 1, U, w trois vecteurs d'un espace vectoriel V sur R. Montrer que si i, U, W sont linéairement
indépendants, alors il en est de méme pour u + U, U + W et u + w. La réciproque est-elle vraie ? — Correction



Exercice 7. Montrer que les vecteurs 4 = (1,—1), U = (2,1), w = (3,2) engendrent R2. Exprimer le vecteur (x, y)
comme combinaison linéaire de ces trois vecteurs. Cette décomposition suivant les vecteurs i, U, W est-elle unique ?

Exercice 8. Soient les vecteurs de R* suivants :
u =(1,-2,1,2), uy,=(@1,-3,1,2), 1u3;=(,-4,3,4) et u,=(1,-1,2,3).

(8.1) Montrer que (i, U,, 3, 1iy) est une base de R*.

(8.2) Soitu = (x,y,z,t) € R* Calculer les coordonnées de u dans la base (i, iy, Uz, Uy).

Exercice 9. Dans l'espace vectoriel E = M,(R), on considére les matrices

11 0 -1 1 -1 10

(9.1) Rappeler quelle est la base canonique B, de M,(R).
(9.2) Montrer que B’ = (A, B, C, D) est une base de M,(R).

. . 2
(9.3) Déterminer les coordonnées de la matrice U = ( 4 _37> dans la base B’.

Exercice 10. Soient les vecteurs de R3: 1 = (1,—1,2) et U = (—1,1,1).
(10.1) Montrer que la famille # = {u, v} est libre dans R3.
(10.2) Compléter F en une base de R3.

Exercice 11. Soit R;[X] I'ensemble des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a 3.

(11.1) Rappeler ce qu’est la base canonique de I’espace vectoriel R;[X], notée B,.

(11.2) On considére les polyndmes A =1 —X + X? et B =1+ X + X? dans R;[X].
(a) Montrer que {A, B} est une famille libre dans R;[X].

(b) Compléter la famille {A, B} en une base B’ de R;[X].
p 3

(c) Déterminer les coordonnées du polynome P = —7X — 3X? — 8X° dans la base B'.

— Correction

— Correction

— Correction

— Correction

— Correction

Exercice 12. Soientn > 1 un entier, et R,[X] I'ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a
n. On rappelle que R, [X] est un sous-espace vectoriel de R[X]. Montrer que la famille (1,X — 1,(X —1)%,...,(X — 1)")

est une base de R, [X].

Exercice 13. SoitE = {(x,y,z,t) e R* | x +y—z=0etz+t = 0}.
(13.1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R*.

(13.2) Donner une base de E, puis la compléter en une base de R*.

— Correction

(13.3) Lesvecteurs ii; = (1,1,2,—2), Uy = (—=1,0,—1,1) et u3 = (=2, 1, —1, 1) forment-ils une famille génératrice de E?



— Correction

Exercice 14. Soient a, b, c trois réels. On considere 'ensemble
G={v=(x,y,2) e R®| ax + by + cz = 0.

(14.1) Démontrer que : si (a, b, ¢) # (0,0, 0), alors G est un sous-espace vectoriel de R* de dimension 2, c.-a-d. un plan
vectoriel de R3.

(14.2) Qu’en est-ilsi(a,b,c) =(0,0,0)?

— Correction

Exercice 15 (Extrait de I'Examen d’Avril 2024). Dans l'espace vectoriel E = R*, on considére les sous-espaces vectoriels
F et G définis comme suit :

F = {17 = (x,y, z, t) e R4 x—y_7z_2t=0}

X+y—4z+t=0

G = Vect{u);, w,} avec w; =(3,6,1,—-5) et w,=(4,—1,2,1).
(15.1) Déterminer une base de F composée de vecteurs a coordonnées entieres, puis préciser la dimension de F.
(15.2) Donner une base de G, puis préciser la dimension de G.
(15.3) Trouver une base de F N G. En déduire la dimension de F N G.
(15.4) Calculer la dimension de F + G.
(15.5) Déterminer une base de F + G. Détailler la méthode et justifier.

(15.6) Compléter la base de F + G trouvée a la question précédente en une base de R*. Détailler la méthode.

— Correction

Exercice 16. Soit S I'ensemble des suites numériques u = (u,,),cn. On munit S de lopération interne + et de l'opération
externe - comme suit :

Vu,veS, VieR: u4+v=W,+0)peny € 4-u=Au,)pen-

(16.1) Montrer que S est un espace vectoriel sur R.

(16.2) Soit F I'ensemble des suites u = (u,),en, définies par la relation de récurrence :
Upip = Upy1 + U, pourtoutn e N.

(a) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de S.

Vs 1-4/5

(b) Soientr = 1+T ets = — Montrer que les suites (r"),,en €t (8"),eny appartiennent a F.

(c) Montrer que : pour tout (1, u;) € R?, il existe un unique (4, ) € R? tel que (ug, uy) = A(1,r) + u(1, s).
(d) En déduire que ((r"),,en» (8™)neny) €St une base de F.

— Correction

Exercice 17. Soit (U3, ..., U,) une base d’un espace vectoriel V sur R.
(17.1) Montrer que 'ensemble {Zl.":l a;U; | Z:;l a; = 0} est un sous-espace vectoriel de V' de dimension n — 1.

. n , n . .
(17.2) Soit U = ),._, a;U; un vecteur donné de V. Montrer que ), _ a; = 1 si et seulement si les vecteurs U — Uy, U —
Uy, ..., U — Uy, sont linéairement dépendants.

— Correction



Exercice 18. Soient U, V deux sous-espaces vectoriels de R"” de dimension n — 1. Montrer que dimg(UNV) > n — 2.

— Correction

Exercice 19. Soit R;[X] le sous-espace vectoriel de R[X ] formé des polynomes de degré inférieur ou égal a 3. Pour
P(X) € R[X], on désigne par P’/(X) son polynome dérivé.

(19.1) Montrer que les polyndémes P(X) de R;[X ] vérifiant P(1) = 0 et P’(1) = 0 forment un sous-espace vectoriel F de
R;[X].

(19.2) Montrer que B = {(X — 1)?,X(X — 1)?} est une base de F.
(19.3) Compléter B en une base de R;[X].

(19.4) Déterminer un supplémentaire de F dans R;[X].

— Correction

Exercice 20. Soit E I’espace vectoriel des fonctions de R dans R. Soit P = {f € E | festpaire}etl = {f € E |
f estimpaire}. Etant donné f € E, on définit deux éléments f p et fi de E comme suit :

[r00 = 3@+ Fx) et fi(x) = 5(f0) - f(=x), VxR,

(20.1) Montrer que f, e Pet f; € 1.
(20.2) En déduireque E = P + 1.
(20.3) Montrerque E=P @ I.

— Correction

Exercice 21. Soit E ’espace vectoriel des fonctions de R dans R. Soient F = {f e E| f(1) =0}etG ={f e E| Ja €
R,Vx € R, f(x) = ax}.

(21.1) Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de E.

(21.2) Montrerque E = F @ G.

— Correction

Exercice 22. On considére dans R;[X] les sous-espaces vectoriels
E ={P(X) e R3[X] | P(1) = P(2) = P(3) = 0}

et
F=Vect{l - X - X2, X-X31+X>+X3.

La somme E + F est-elle directe? Si oui, E et F sont-ils supplémentaires dans R;[X]? — Correction

Exercice 23. Soient n € N, A € M,,(R) et I,, la matrice identité. Montrer qu’il existe un entier naturel p non nul, et
des réels ay, ..., a, non tous nuls tels que :

aol, + 1A + 4, A% + - + a, AP = 0,

ou O est la matrice nulle. — Correction
a 0 O

Exercice 24. Soient D 'ensemble des matrices|0 a 0 |aveca € R, et T 'ensemble des matrices de M;(R) de trace
0 0 a

nulle.



(24.1) Montrer que D et T sont des sous-espaces vectoriels de M;(R).
(24.2) Montrer que la somme D + T est directe.
(24.3) Donner une basede D, TetD @ T.

— Correction

a 2c 2b
Exercice 25. Soit E I'ensemble des matrices|b a 2c|aveca,b,c € R.
c b a

(25.1) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M5(R), puis donner une base de E.

1 1 1 11
(25.2) PourA=|1 1|letB=|0 , déterminer une base de 'espace vectoriel E N'Vect{A, B}, puis la compléter
1 1 0

—

1 1
01
en une base de E.

— Correction

Exercice 26. Soitn € N,,. Une matrice A € M, (R) est dite triangulaire supérieure si 4;; = 0lorsque i > j (C’est-a-dire,
tous les coefficients situés sous la premiére diagonale sont nuls).

(26.1) Montrer que I'ensemble T des matrices de M, (R) triangulaires supérieures est un sous-espace vectoriel de
M, (R).

(26.2) Donner une base de T et dimp T
(26.3) Montrer quesi A,B €T, alors AB e T.

— Correction

Exercice 27. Soient m,n € N, et A € M, ,(R). La transposée de A est la matrice de M,, ,,(R), qu'on note A’, donnée
par:
(ADjj=Aj; pourl<i<netl<j<m.

Lorsque n = m, on dira que A est symétrique si A’ = A, et on dira que A est antisymétrique si A’ = —A.

(27.1) Soient A,B € M, ,(R) et « € R. Montrer les propriétés suivantes :
(A+B) = A"+ B, (aA) =a(A") et (A =A.

(27.2) Soient A € M, ,(R) et B € M, ,(R). Montrer que (AB)' = B'A".

(27.3) Montrer que I'ensemble S des matrices de M, (R) symétriques est un sous-espace vectoriel de M, (R). Donner
une base de S pour n = 3.

(27.4) Montrer que I'ensemble S’ des matrices de M,,(R) antisymétriques est un sous-espace vectoriel de M, (R). Donner
une base de S’ pour n = 3.

(27.5) Montrer que M,(R) =S @ S'.

— Correction



Corrections fiche 4 : Familles Génératrices, Bases et Dimension

Exercice 1.
(1.1) Vo e V,3(aq,...,a,) € R* 1 U = Zinzl a;U;.
(1.2) W eV, ¥(ay,...,a,) R : T# Y1 a0y

(1.3) Y(ay,...,a,) € R : (Z?:l al; =0 = Vi,a; = 0).
(1.4) Iy, ..., a,) € R : (Zin:l a0, = O et 3i,a; # 0).
Exercice 2.
(2.1) On cherche des réels «, 3, y non tous nuls tels que :
ail + BT + y = 0.
En substituant les coordonnées des vecteurs,
a(l,-1,2) + f(-1,1,1) + ¥(3,-3,3) = (0,0,0) <= (a — f + 3y,—a + B — 3y,2a + § + 3y) = (0,0, 0).
Cela revient alors a résoudre le systéme suivant :

a—B+3y=0,
—-a+p-3y=0,
20+ B+ 3y =0.

On va déterminer les solutions de ce systeme avec la méthode du pivot de Gauss. On écrit la matrice augmentée
associée et on échelonne :

1 -1 3]0) L<hth (1 -1 3]0 @ -1 3]0 iy (@O -1 3]0
Ly«L3;—2L, LyoL, 232
-1 1 =3/0|————=]0 0 0|0 0 B =3|0|——| 0 @ -1]o0
2 1 3|0 0 3 =-3|0 0 0 010 0 0 010
@ o 2o
Ly<L+L
1—1+2>0®_10
0 0 010

Ainsi, on pose y = s (variable libre) parametre réel et on écrit et 3 en fonction de s :

oa=-2s
B=s
y=:s
Si s = 1, on trouve par exemple la solution & = —2, § = 1 ety = 1. Ainsi, on a la relation :

20 +0+wW=0.

(2.2) Comme l'exercice précédente, on cherche des réels a, 8, ¥ non tous nuls tels que :

Encore une fois, cela revient a résoudre le systéme suivant :

20+ +y =0,
38+y=0,
—a+48+y=0.



On résout par pivot de Gauss :

2 1 1o, (-1 4 1[0o), o (-141[0), @ 4 1
0o 31]10f——1] O 3 1|0 |———] O 3 1]0 0o B3 1
-1 4 110 2 11]0 0 9 3|0 0 0 0
(=1 4 10 @ o -tlo
Lz‘—ng 0 1 1 0 Li«L,—-4L, 13
— 3 o @ ;|0
0O 0 0|0 0 0 010

On pose alors y = s parametre réel et on trouve des solutions :

a= 1s
3
1
B = —38
y==:
Par exemple, si s = 3 on trouve « = § = —1 et y = 3 et ainsi on a la relation :

-

—ii — U+ 3w = 0.
Exercice 3.
Supposons qu’il existe des réels a, ..., a,, tels que :
oW, + Wy + -+ + oty W, = 0.
En substituant les expressions des w;, on obtient :
a0y + (0 + 0s) + - + ap(0y + Oy + -+ + 0y) = 0.
Cela revient a écrire :
(@ 4+ + a0 + (g + -+ + )0y + - + (Ap_y + )Ty + 0Ty = 0.
Comme la famille {U], ..., U, } est libre, les coefficients de chaque vecteur doivent étre nuls :

CCI+C(2+"'+C(”=0,
oy + o+ aty =0,

dp1 +a, =0,

a, = 0.
En remontant cette chaine d’égalités, on trouve que tous les @; sont nuls. Ainsi, la famille {0, ..., w,} est libre.

Exercice 4.
Supposons qu’il existe des réels a, (3, y tels que :

af(x)+ Bg(x)+yh(x)=0, VxeR.

Cela revient a écrire :
acosx + Bxsinx +yx?cosx =0, VxeR.

. . . i
On évalue cette équation en x = % :

T T, T T\2 T T
occosz+[32s1n2+7/(2) cos > =>,82 = f



Ensuite, on évalueen x =0 :
a-cos0O+B-0-sin0+y-0%-cos0=0 = a=0.
Finalement, on évalueen x = 7 :
a-cosT+p-m-sint+y-m?-cosm=0 = —yn’=0 = y=0.
Par conséquent, la famille ¥ = {f, g, h} est libre.

Exercice 5.
Supposons qu’il existe des réels ay, a,, as tels que :

o f1(X) + apf2(x) + a3 f3(x) =0, VxeR.

Cela revient a écrire :
ae* + ae? +aze’* =0, VxeR.

On divise cette équation par e>* (qui est toujours non nul) :
e X +ae ™ +a; =0, VxeR.
Léquation précédente nous dit que la fonction définie par
F(xX)=oe > +ae ™ +ay

est identiquement nulle. Ainsi sa limite en +oco doivent étre égale & 0. On étudie le comportement de cette fonction
lorsque x tend vers +oo :
lim (a6 + ae™ + a3) = as.

X—+00
Pour que cette limite soit égale a 0, il faut alors que a; = 0. Ainsi,on a :
e +ae =0, VxeR.
On peut de nouveau diviser par e (qui est toujours non nul) :
ae*+a, =0, VxeR.

On étudie la limite de cette fonction lorsque x tend vers +oo :

lim (o;e™ + ay) = .
X—+00

Pour que cette limite soit égale a 0, il faut alors que a, = 0. Ainsi,on a :
e =0, VxeR.
Enfin, comme e~2* est toujours non nul, on en déduit que a; = 0. Par conséquent, la famille {f;, >, f} est libre.

Exercice 6.
Supposons que i, U, w sont linéairement indépendants. On considére des réels a, 8, y tels que :

a(ii + 0) + B0 + W) + y(@ + @) = 0.

Cela revient a écrire :
(a+pu+(a+p)U+(B+y)w=0.

Comme la famille {u, U, w} est libre, les coefficients de chaque vecteur doivent étre nuls :

a+y=0,
a+p =0,
g+y=0.



On résout ce systéme par pivot de Gauss :

1o 1fo), (1o 1]o)y @ o0 110
110/0|]—=|o0o1 —-1|]0o[]—=] 0 @ -1]0
01 1|0 01 110 0o 0 @]o0

Donc, on trouve que a = § = y = 0. Ainsi, la famille {ui + U, U + W, u + w} est libre. La réciproque est vraie. En effet,

supposons que 4 + U, U + W et u + W sont linéairement indépendants. On considere des réels a, §, y tels que :

ail + BU + yw = 0.
On va réécrire cette équation comme combinaison linéaire de 4 + U, U + W et u + w. Pour cela on cherche des réels a, b,
c telsque:
a(ii + 0) 4+ b(U + W) + c(ii + W) = atl + U + yw.
Cela revient a écrire :
(a+c)i+(a+b)u+(b+ )W = au + BU + yw.

On identifie les coefficients et on obtient le systéme suivant :

a+c=a,
a+b=24,
b+c=y.
On résout ce systéme par pivot de Gauss :
1o lfa), (10 1] a Y, @ o 1 a
1108 01 -1|f—a|l——=] 0 @ -1| B-«a
01 1|y 01 1| y 0 0 Q@|y—-pB+a
Donc, on trouve :
1
c=5(y—,8+oc),

b=f-atiy—f+a)=3B-aty)

a:a—%(y—ﬁ+a)=%(a+5—)/)~

Par conséquent, on a :

@il + B0+ 7 = 3(@+§ ~ )@+ D)+ 56— + )T+ B) + 50—+ )i +B) =0,

- - - o -

Comme la famille {i + U, U + w, u + w} est libre, les coefficients de chaque vecteur doivent étre nuls. On obtient alors le
systéme suivant :

a+pB—-y=0,
B—a+y=0,
y—B+a=0.

On utilise encore une fois le pivot de Gauss :
- Ly—L+L
L1 oy poptp (@
-1 1 1 |0 |———| O
0

1 -1 1|0

1
@

—110 LyeLy+L, @
0| —— 0
-2 210 0

Donc, on trouve le systeme équivalent :

a+pB—-y=0,
28 =0,
2y =0.

Ainsi,ona B = 0ety = 0, ce qui implique que a = 0. Par conséquent, la famille {u, U, w} est libre.



Exercice 7.
Soient x,y € R. On cherche des réels a, §, y tels que :

ail + BU +yw = (x, ).
Cela revient a écrire :
a(l,-1)+ B(2,1) +y(3,2) = (x,y) <= (a + 26 + 3y, —a + f + 2y) = (x, ).
On obtient alors le systéme suivant :
a+2p+3y =x,
z—oc +B+2y=y.
On résout ce systéme par pivot de Gauss :

1 2 3|x \Lektl, (D) 2 3
_—
-1 1 2|y

X Leil (D 2
0 3 5|x+y 0o

On pose alors y = ¢ paramétre réel et on trouve des solutions :

wiluv W

x—=2y 1

= —l”

* 3 T3

_x+y 5

p= 3 3
y=t.

Ainsi, on peut écrire :

3 3 3

Par conséquent, les vecteurs i, U et w engendrent R2. Cependant, la décomposition n’est pas unique car elle dépend du
parameétre libre ¢. Par exemple, si on choisit ¢ = 0, on obtient la décomposition :

-2 - + - -
(x,y)= (x y+_ 0)u+<x y—§'0>v+0-w

x—=2 1 - X+ - -
(x,y)=( y+—t>u+< y—§t>v+tw, Vi € R.

3 3 3 3
=x—32yL_i_|_x-;—yl7
=<x_32y>(1,—1)+< ;ry)(z 1),
=(x—32y+2x-;—2y’—x:2y+x;-y>

tandis que si on choisit ¢ = 3, on obtient la décomposition différente :

xX—2 5 X+ N N
( Y 3>u+< y—§-3>v+3-w

(x,y) = 3 3

+ 1.

3
_2 + - -
()i (2 resa

Exercice 8.

Rappel 1. Soit S un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vectoriel E. Une famille de vecteurs B
de S est une base de S si et seulement si elle est libre et génératrice de S. Autrement dit,

« Vec(B) = span(B) = S (génératrice);

« si une combinaison linéaire des vecteurs de B est égale au vecteur nul, alors tous les coefficients de cette
combinaison sont nuls (linéairement indépendante ou libre).

On rappelle également que la dimension de S est égale au nombre de vecteurs dans une base de S. De plus, si

10



dim(S) = n, tout ensemble de n vecteurs linéairement indépendants de S est une base de S, et tout ensemble de n
vecteurs générateurs de S est aussi une base de S.

(8.1) Pour montrer que (iiy, Uy, U3, Uy) €st une base de R4, il suffit de montrer que cette famille est libre (car elle contient 4
vecteurs dans un espace de dimension 4, elle sera automatiquement génératrice). On considere des réels oy, ot,, ot3, oty
tels que :

- - - - 2
Uy + AUy + azUs + sy = 0.

Cela revient a écrire :
061(1, -2,1,2) + 052(1, -3,1,2) + oc3(2, —4,3,4) + 064(1, -1,2,3) =(0,0,0,0).

On obtient alors le systéme suivant :
a;+ay+2a3+a, =0,
—2a; —3a, —4a;—ay, =0,
a; +a, +3as +2a4 =0,
2aq1 + 2a, + 403 + 304 = 0.

On résout ce systéme par pivot de Gauss :

1 1 2 1
-2 -3 -4 -1
1 1 3 2
2 2 4 3

Ly<L3—L;
L4 (—L4—2L1
—_—

S O O O

Ly<L,+2L, @
0
0
0

o O O O

Le systeme équivalent est donc :

C(1+C(2+2053+CC4=0,

—C(2+C(4:0,
063+OC4=0,
OC4=0.

On en déduit que a, = 0, puis a3 = 0, ensuite a, = 0 et enfin a; = 0. Par conséquent, la famille (i, il,, i3, ii) est
libre et donc c’est une base de R*.

(8.2) Pour calculer les coordonnées de i = (x,y, z, t) dans la base (i, Uy, U3, 4), on cherche des réels 1, 55, B3, B4 tels
que:
Bty + Bauy + B3z + Batly = U.

Cela revient a écrire :
51(1’ _25 1’ 2) + ;62(1’ _3’ 15 2) + 53(2’ _45 3’4) + ,64(1, _19 25 3) = (x, Y.z, t)

On obtient alors le systéme suivant :
Bi+ By +2B3+ By =x,
=28, =3B, — 4B — s =,
B1+ B2+ 3B3+ 284 =z,
281 + 2B, +4P3 + 3B, =t.

On résout ce systeme par pivot de Gauss :

1 1 2 1 |x)\ bbb+ @ 1 2 1 X
Ly«L;—L;
-2 =3 —4 -1y [ L<L-2L 0 @ 0 1 |y+2x
1 1 3 2|z 0 0 @O 1|z-x
2 2 4 3t 0 0 0 @|t—2x
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Le systeme équivalent est donc :
B1+ By + 2B+ By = x,

—By+ s =y +2x,
Bs+Ps=z—x,

‘84 =1 — 2x.
On en déduit que 5, = t — 2x, puis
Bs=(z—x)— P4
=(z—-—x)—(t—2x)
=z+x—1t,
ensuite
Br=Bs—(y+2x)
=(t—-2x)—(y+2x)
=t—y—4x,
et enfin

Br=x—Br—2B3— B4
=x—(t—-y—4x)—2(z+x—1t)—(t —2x)
=xX—t+y+4x—2z—-2x+2t —t+2x
=5x+y—2z.

Par conséquent, les coordonnées de u = (x, y, z, t) dans la base (i, 1y, U3, 1i4) sont :

G5x+y—-2z,t—y—4x, z+x—t, t —2x).

Exercice 9.

Rappel 2. L'ensemble M,(R) des matrices carrées 2 X 2 a coefficients réels est un espace vectoriel de dimension
4. La base canonique B, de M,(R) est constituée des matrices suivantes :

1 0 0 1 0 0 0 0
E11=(0 0), E12=<0 0), E21=(1 0), E22=(0 1)-

(9.2) Pour montrer que B’ = (A, B, C, D) est une base de M,(R), il suffit de montrer que cette famille est libre (car elle
contient 4 vecteurs dans un espace de dimension 4, elle sera automatiquement génératrice). On considére des réels
a,fB,v,0 tels que :

(9.1) Voir le rappel ci-dessus.

aA+ BB +yC + 6D =0,

ou O est la matrice nulle. Cela revient a écrire :

(D)ol Srlo S)elo o)=(o o)

On obtient alors le systéme suivant :

a+y+d6=0,
a—-f—-y=0,
a+p=0,
a=0.

12



(9.3)

Ce systéme est facile a résoudre par substitution directe a partir de la derniere équation. On trouve que o = 0, puis
B = 0, ensuite y = 0 et enfin § = 0. Par conséquent, la famille (A, B, C, D) est libre et donc c’est une base de M,(R).

. , . 2 3 ]
Pour déterminer les coordonnées de la matrice U = ( 4 _7) dans la base B’, on cherche des réels a, b, c, d tels

que :
aA+bB+cC+dD="U.

i 1)ee(d 3o ) elo 0= 2)

On obtient alors le systéme suivant :

Cela revient a écrire :

a+c+d=2,
a—b—-c=3,
a+b=4,
a=-7.

Encore une fois, ce systéme est facile a résoudre par substitution directe & partir de la derniére équation. On trouve
quea = —7,puisb = 11,ensuitec =a—b—3=—-7—-11-3 = —2letenfind =2—a—c =2—(-7)—(-21) = 30.
Par conséquent, les coordonnées de la matrice U dans la base B’ sont (-7, 11, —21, 30).

Exercice 10.

(10.1)

(10.2)

Pour montrer que la famille F = {u, v} est libre dans R3, on considére des réels a et § tels que :
ail + BU = 0.

Cela revient a écrire :
a(1,-1,2) + B(-1,1,1) = (0,0,0).

On obtient alors le systéme suivant :

a—f=0,
1—a+p =0,
(2a+ 3 =0.

On résout ce systeme par pivot de Gauss :

Ly«L;eL,

1 —1|0) fth (D 110 @ -1]o0
-1 1|0 |=—/5| 0o oo |[=—730 ®]|0
2 1|0 0 310 0 010

On trouve ainsi que 8 = 0 et ensuite a = 0. Par conséquent, la famille ¥ = {u, U} est libre dans R3.

Premiére méthode : Pour compléter F en une base de R3, il suffit de trouver un vecteur w € R3 tel que la famille
{1, U, w} soit libre. Pour cela, on peut par exemple choisir le vecteur qui est orthogonal au plan engendré par u et U.
Ce vecteur peut étre obtenue en effectuant le produit vectoriel de u et U':

.l

= (=1—=2)i — (1= (=2))j + (1 — Dk = (=3,-3,0).

—_

- - g
W=UXvL= -1

-1 1

- N XU

La famille {u, U, W} est alors libre et constitue une base de R3. Ainsi, une base de R* complétant F est donnée par :
B ={u,v,w}=1{1,-1,2),(-1,1,1),(=3,-3,0)}

Deuxiéme méthode : On peut aussi compléter la famille F en une base de R3 en posant w = (x,y,z) et en
cherchant des valeurs de x, y et z telles que la famille {i, U, W} soit libre. Pour cela, on considére des réels a, 8 et y
tels que :

ail + BT + yw = 0.

13



Cela revient a écrire :
a(l,-1,2) + f(-1,1,1) + y(x,y,z) = (0,0,0).
On obtient alors le systéme suivant :
a—pBF+yx=0,
—a+pB+yy =0,
2a+ B +yz=0.
La famille {i, U, w} est libre si et seulement si le seul triplet (a, 8, y) qui satisfait ce systéme est (0,0,0). On peut

résoudre ce systéme par pivot de Gauss et determiner les conditions sur x, y et z pour que la seule solution soit la
solution triviale :

@ -1 x |o

— Ly«<L,+L —
Lo =1 x 0 ere ® -1 x |0 LyelyoL, | 0 3) z—=2x|0
101 ylo |2 0 0 x4y o | 2EETE
2 1 z|0 0 3 z—-2x|0 0 O @ 0

Pour que la seule solution soit la solution triviale, il faut que le pivot x + y soit non nul, c.-a-d. que x + y # 0. Par
exemple, on peut choisir x = 1 et y = 1, puis z = 0. Ainsi, une base de R complétant F est donnée par :

B ={u,v,w}=1{1,-1,2),(-1,1,1),(1,1,0)}k

Exercice 11.

(11.1) La base canonique B, de I'espace vectoriel R;[X] est constituée des polynémes suivants :
q P 3 poly.
1, X, X2, X3
(11.2)
(a) Pour montrer que la famille {A, B} est libre dans R;[X], on considere des réels a et 8 tels que :
aA+ B =0.

Cela revient a écrire :
al-X+X)+pA+X+X?)=0.

On obtient alors le systéme suivant en identifiant les coefficients des polynoémes :

a+p =0,
—a+p=0,
a+p=0.

On résout ce systéme par pivot de Gauss :
Ly<Ly+L

Loy It (@

-1 1|0 0

1 1/0 0

é) 8 a+ =0,
0 lo 2B =0.
On trouve ainsi que § = 0 et ensuite o = 0. Par conséquent, la famille {A, B} est libre dans R;[X].

(b) Pour compléter la famille {A, B} en une base B’ de R;[X] on commence par remarquer que les polynomes A
et B n'ont pas de terme en X3. Par conséquent, toute combinaison linéaire de A et B n’aura pas non plus de
terme en X3. Pour obtenir une base de R;[X], il faut donc ajouter un polyndme qui contient un terme en X>.
On peut par exemple choisir le polynéme C = X3. On a alors que la famille {A, B, C} est libre. Pour compléter
cette famille en une base de R;[X], on cherche un polynéme D = a, + a; X + a,X? + a;X3 tel que la famille
{A, B, C, D} soit libre. On consideére des réels a, 8,7, d tels que :

@A+ pBB+yC+ 6D =0.
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Cela revient a écrire :

a1l -X+X)+BA+X +X2)+ X3+ 8(ay + a1 X + a,X? + a3X3) = 0.

On obtient alors le systéme suivant en identifiant les coefficients des polynomes :

On résout ce systéme par pivot de Gauss :

Lo 0 Ly«Ly+L,; @

-1 1 0 aq 0 LyL3—L, 0
_—

1 10 a0 0

0 01 a3|0 0

O£+,3+5a0=0,

—a+p+6a; =0,

C(+,8+5a2=0,

)/+5a3=0.

Qo
ap+ay
a — 4o

as

S O © O

LyeL,
_—

@ 1 o a, 0
0 @ 0 ay4+a, |0
0o 0 (O a, 0
0 0 0 0

Comme l'exercice précédente, on trouve que la famille {A, B, C, D} est libre si et seulement si le pivot a, — a,
est non nul, c.-a-d. que a, # a,. Ainsi, on peut choisir par exemple ay, = 0, a; = 0, a, = 1 et a; = 0. On obtient
alors le polynéme D = X?2. Par conséquent, une base de R;[X] complétant la famille {A, B} est donnée par :

B'={A,B,C,D}={1-X+X2, 1+X +X?, X3, X%}

(©

a,b,c,d tels que :

aA+bB+cC+dD =P.

Cela revient a écrire :

Pour déterminer les coordonnées du polyndome P = —7X — 3X? — 8X° dans la base B’, on cherche des réels

a1l =X +X)+b(1+X +X?)+cX3 +dX? = -7X — 3X? — 8X3.

On obtient alors le systéme suivant en identifiant les coefficients des polynoémes :

On résout ce systéme par pivot de Gauss :

a+b=0,
—-a+b=-7,

a+b+d=-3,

1 100[0Y, ., (@® 1 000 @ 1 0o o]o0
-1 10 0|=7 |L<l-L | 0 2 0 0|=7 |LelL| 0 2 0 0]|-7
_ _
1 1 0 1|-3 0 0 01 3 0 0 @ 0| -8
01 0/[-8 0 0 1 0|-8 0 0 0 (O|-3
On trouve ainsi que d = —3, ¢ = —8, ensuite b = —% etenfina = g Par conséquent, les coordonnées du
polynéme P dans la base B’ sont :
7 7
(5, -3 —8, —3).
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Exercice 12. Premiere facon : Pour montrer que la famille (1, X — 1,(X — 1),..., (X — 1)) est une base de R,,[X], il
suffit de montrer que cette famille est libre car elle contient n + 1 vecteurs dans un espace de dimension n + 1, elle sera
automatiquement génératrice.

On consideére des réels o, oty ..., o, tels que :
a1+ X -—1D+a0,X -1 +..+a,X-1"=0.

Cela revient a écrire :
PX)=ap+,(X -1 +a,(X -1+ ...+ a,(X —1)" =0.

Le polynéme P(X) est nul pour tout X. En particulier, on a P(1) = 0, ce qui implique que , = 0. En dérivant P(X) une
premiere fois, on obtient :
PIX) =0y +20,(X —1) + ... + na,(X — 1)1 = 0.

On a donc P'(1) = a; = 0. En continuant ce processus de dérivation et d’évaluation en X = 1, on trouve que tous les
coefficients a; sont nuls. Par conséquent, la famille est libre. Ainsi, la famille (1,X — 1,(X — 1)?, ..., (X — 1)") est une
base de R,,[X].

Exercice complémentaire 1 (Deuxi¢me fagon). Une autre méthode pour montrer que cette famille est une base
consiste a utiliser la définition, le fait que {1,X X2, L X ”} est une base canonique de R, [X] et & exprimer chaque
vecteur de la famille (1,X — 1,(X — 1)?,...,(X — 1)") en fonction de la base canonique (pénser a développer les
puissances de (X — 1) avec le bindme de Newton). On peut alors construire une matrice dont les colonnes sont
les coordonnées des vecteurs de la famille dans la base canonique et montrer que cette matrice est inversible (par
exemple en calculant son déterminant ou en utilisant le pivot de Gauss). Cela prouvera que la famille est libre et
donc une base.

Troisiéme facon : Soit P un polynome de R,[X] quelconque. Par le Theoréme de Taylor, pour tout a € R on peut
écrire P de la maniere suivante :

P pm
P(X) = P(a) + P'(a)(X — a) + zﬁ“)(x — Q)+t nfa)(x — ).
En particulier, en choisissant a = 1, on trouve que :
P'(1 PM(1
PX)=P()+P ()X -1)+ 2(' )(X -1 4.+ n'( )(X - "

Cette écriture montre que tout polyndéme de R, [X] peut s’écrire comme une combinaison linéaire des vecteurs de la
famille (1,X — 1,(X — 1)?,...,(X — 1)"). Par conséquent, cette famille est génératrice de R,[X]. Comme elle contient
n + 1 vecteurs dans un espace de dimension n + 1, elle est aussi libre. Ainsi, la famille (1,X — 1,(X — 1), ..., (X — 1)")
est une base de R, [X].

Exercice 13.
(13.1) Pour montrer que E est un sous-espace vectoriel de R?, il faut vérifier les trois propriétés suivantes :

— E estnon vide : Il est evident que le vecteur nul 0= (0,0,0,0) appartient a E.
— Stabilité par addition : Soient i = (x,y;,2;,4) et U = (X5, V5, 25, t,) deux vecteurs de E. Alors, on a :

U+U=(X; 4 X3, Y1 + V2,21 + Zo, 1) + ).
On vérifie que :
X1 +x)+ O +y)—(@Z1+2) =1 +y1 —21) + (X2 +y, —2) =0+ 0=0,

et
(Z1+Zz)+(t1+t2)=(zl+t1)+(Z2+t2)=0+0=0.

Donc, U+ U € E.
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(13.2)

(13.3)

— Stabilité par multiplication scalaire : Soit i = (x,y, z,t) un vecteur de E et 1 € R. Alors,on a :
A= (Ax, Ay, Az, At).
On vérifie que :
AX)+Ay)—(Az)=Ax+y—2)=1-0=0,

et
Az)+A)=A(z+t)=1-0=0.

Donc, Au € E.
Par conséquent, E est un sous-espace vectoriel de R*.

Pour déterminer une base de E, on va montrer que tout vecteur v = (x,y,z,t) € E peut sécrire comme une
combinaison linéaire de certains vecteurs linéairement indépendants. Pour cela, on va trouver tous les vecteurs
U = (x,y, z,t) qui satisfont les équations x + y —z = 0 et z + t = 0. Cela revient a résoudre le systéme suivant :

x+y—z=0,
z+t=0.

La matrice augmentée associée a ce systéme est :

1 1 -1 0]0
00 1 1/0
Cette matrice est déja en forme échelonnée. On peut exprimer les variables x et z en fonctionde y et ¢ :

z = —t,
X=—-y+z=-y—t.

Par conséquent, tout vecteur U € E peut s’écrire comme :
Uv=(x,y,z,t) =(=y —t,y,—t,t) = y(=1,1,0,0) + t(=1,0,—1,1).

Ainsi,

E = Vect{(—1,1,0,0),(—1,0,—1, 1)}
Les vecteurs U; = (—1,1,0,0) et U, = (—1,0, —1, 1) sont linéairement indépendants, donc ils forment une base de E.
Pour compléter cette base en une base de R*, on peut ajouter deux vecteurs supplémentaires qui sont linéairement
indépendants des vecteurs de la base de E. Par exemple, on peut choisir les vecteurs v = (0,0, 1,0) et Uy = (0,0,0, 1).

Ces vecteurs sont linéairement indépendants car la matrice formée par les vecteurs U;, U,, U5 et Uy posséde un
echelonnement avec des pivots non nuls sur chaque ligne :

-11 0 0 @ 1 0
-1 0 -1 1[Il @ 1 1
0 0 1 0 o o @ o
0 0 0 1 o 0 0 @

Par conséquent, une base de R* complétant la base de E est donnée par :

B ={(-1,1,0,0),(-1,0,-1,1),(0,0,1,0),(0,0,0, 1)}.
Pour déterminer si les vecteurs #; = (1,1,2,-2), i, = (—=1,0,—1,1) et i3 = (=2,1,—1,1) forment une famille
génératrice de E, il faut vérifier si tout vecteur U € E peut s’écrire comme une combinaison linéaire de ces vecteurs.

Pour cela, on considére un vecteur générique U =(x,y,z,t) € E et on cherche des réels ay, a, et as tels que :

- - = =3
a Uy + Uy + a3 = 0.
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Cela revient a écrire :
a;(1,1,2,-2) + a,(—1,0,—1,1) + a3(—2,1,-1,1) = (x,y, z, t).
On obtient alors le systéme suivant en identifiant les coordonnées :

a; —ay, — 203 = X,
O(1+O(3:y,
200 —ay — a3 =2z,

—20£1+O£2+O£3 =1.

On résout ce systéme par pivot de Gauss :

Ly—L,—L
1 -1 =2|x\ 20 (© -1 =2| x Letr, (@O -1 -2 x
1 0 1 |y |LeLt2ly [ 0 @ 3 |y—x |[Liclitiz | 0 @O 3| y—x
2 -1 -1z 0 1 3 |z—2x 0 0 0 |[z—y—x
-2 1 1 |t 0 -1 —-3|t+2x 0 0 0 |t+y+x

O -1 -2 X —xmyz=0 O -1 -2 X

Lol [ 0 O 3| y—-x 1=z 0 O 3 |y—x
0 0 0 |t+y+x 0 0 0 0
0O 0 0 |z=-y—x O 0 o0 0

Le systeme équivalent est :

On écrit a; et ar, en fonction de o :

a, =y —Xx—3as,

ap=x+a,+2a3=x+ @y —x—303)+2a; =y —as.
Par conséquent, pour tout vecteur U = (x, y, z, t) € E on peut écrire :
U=(x,,2,t) = (y — a3)tly + (y — X — 3a3)il + 33
ou a5 est un paramétre libre. Ainsi, les vecteurs 1y, 1, et ii; forment une famille génératrice de E.
Exercice 14.
(14.1) Pour montrer que G est un sous-espace vectoriel de R3, il faut vérifier les trois propriétés suivantes :

+ G est non vide : 1l est evident que le vecteur nul 0= (0,0,0) appartientaGcara-0+b-0+c-0=0.
« Stabilité par addition : Soientu = (x,y;,z;) et U = (x,, ¥,, z,) deux vecteurs de G. Alors, on a :

17[ + 5= (X]_ + X5, Y1+ Y2,21 + Zz).
On vérifie que :
a(x; + x,) + b(y; +¥,) + c(zy + z,) = (ax; + by; +cz1) + (ax, + by, +¢2z,) =0+0=0,

Donc, i + U € G.
« Stabilité par multiplication scalaire : Soit 2 = (x,y,z) un vecteur de G et 1 € R. Alors,on a:

A = (Ax, Ay, Az).

On vérifie que :
a(Ax) + b(Ay) + c(Az) = Alax + by +cz)=1-0=0.

Donc, Au € G.
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(14.2)

Par conséquent, G est un sous-espace vectoriel de R3. Pour déterminer la dimension de G on remarque que (a, b, ¢) #
(0,0, 0) implique quau moins un des réels a, b ou c est non nul. Supposons sans perte de généralité que c # 0. Alors,

on peut exprimer z en fonctionde x et y :

T ¢ ¢V

Par conséquent, tout vecteur U= (x,y,z) € G peut s’écrire comme :

S a b a b
v=(x,y,2) = (x,y,—zx - Ey) = x(l,O,—E) +y(0,1,—z>.

Ainsi,
G = Vect{(Lo, —9) , (o, 1, —9)}.
C C

Les vecteurs U; = (1, 0, —5) etv, = (O, 1, —2) sont linéairement indépendants, donc ils forment une base de G. Par
C C
conséquent, la dimension de G est 2.

Si (a,b,c) = (0,0,0), alors I'équation 0x + Oy + 0z = 0 est satisfaite par tous les vecteurs de R>. Par conséquent,
dans ce cas, G = R3. Ainsi, G est un sous-espace vectoriel de R3 de dimension 3.

Exercice 15.

(15.1)

Pour déterminer une base de F, on commence par noter que F correspond a 'ensemble des vecteurs U=(x,y,z,t) €
R* qui satisfont les équations suivantes :

xX—y—7z-2t=0,
X+y—4z+t=0.

Cela veut dire que F consiste en les solutions du systéme d’é¢quations linéaires défini par ces deux équations. Pour
trouver une base de F, on va résoudre le systeme d’équations linéaires défini par les conditions de F :

x—y—=7z-2t=0, o 1 -1 =7 =2 _ (0
X+y—4z+t=0. 1 1 -4 1 —\o
On écrit la matrice augmentée associée a ce systéme :

(1 -1 -7 —20)L2~L2—L1 (@ -1 -7 —20)

1 1 -4 110 0o @ 3 310

=~ N < &

On peut exprimer x et y en fonctionde z et ¢ :

—_Ez_ét
yE=TE b
3 3 11 1
x-y+7z+2t——§z—§t+7z+2t—72+§t.

Par conséquent, tout vecteur Uv=(x,y,z,t) e F peut s’écrire comme :

> 11 1 3 3 z t
v=(x,y,z,t) = <72 + Et’ —Ez - 5t,z,t> =5 (11, -3, 1,0)+§ (1,-3,0,2).

- -

U U

Ainsi,
F = Vect {1'?1’ 1,72} .

est une base de F a coordonnées entieres. Par conséquent, la dimension de F est 2.
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(15.2) Les vecteurs w; = (3,6,1,—5) et w, = (4,—1,2,1) sont linéairement indépendants car la matrice formée par ces
vecteurs posséde un echelonnement avec des pivots non nuls sur chaque ligne :

LyLy=2L,y
3 a4 LyeLy— -L1 4
6 —1 | LacL+ le 0 ,
1 2 0 -
5 1 0 B
3

Par conséquent, une base de G est donnée par :
G = Vect{lﬁl, U_))z}

La dimension de G est donc 2. Une autre maniére de procéder(peut-étre plus simple) consiste a vérifier que les vec-
teurs w; et w, ne sont pas colinéaires, ce qui revient a vérifier que les coordonnées de w; ne sont pas proportionnelles
a celles de w,.

(15.3) On procéde par des équivalences comme suit :

(x,y,z,t) e FNG < (x,y,z,t) e Fet(x,y,z,t) e G
X—y—T7z-2t=0,
@i y

et da,b € R tels que (x, y,z,t) = aw, + bw
XxX+y—4z+t=0, que (x.y ) ! 2

X = 3a + 4b,
—y—7z—-2t=0, =6a—b,
=S x—y—sz et Ja,b € R tels que y “
X+y—4z+t=0, z=a+2b,
t=-5a+b
(x=3a—4b,
=6a-—b>, 3a—4b—(6a—b)—7 2b) — 2(-5 b) =0,
@Ela,be[Rtelsque<y ¢ et ¢ (6a ) (a+2b) (=Sa+b)
z =a+2b, 3a —4b + (6a — b) —4(a + 2b) + (—5a + b) =
t=-5a+b
X = 3a —4b,
y=6a—>b, 0a —19b =0,
< da,b € R tels que et
z=a+2b, 0a—12b=0
t=-5a+b
5 5 —19b =0,
< 3da,b € R tels que (x,y,z,t) = aw; + bw, et z 12b = 0

Ainsi un vecteur U = (x, y, z, t) appartient 3 F N G si et seulement si il existe des réels a et b tels que (x,y,z,t) =
aw; + bw, et —19b = 0 et —12b = 0. Cela revient a dire que b = 0. Par conséquent, les vecteurs de F N G sont
exactement les vecteurs de la forme aw; ou a € R. Ainsi, une base de F N G est donnée par :

F NG = Vect{w, }.

Par conséquent, la dimension de F N G est 1.

(15.4) Pour calculer la dimension de F + G, on utilise la formule de Grassmann :
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).
En remplacant les valeurs trouvées précédemment, on obtient :

dim(F+G)=2+2-1=3.
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(15.5) Pour déterminer une base de F + G, on commence par rappeler que F + G est le plus petit sous-espace vectoriel de
R* qui contient a la fois F et G. Par conséquent, une base de F + G peut étre obtenue en combinant les bases de F
et de G, puis en éliminant les vecteurs linéairement dépendants. On a déja trouvé que l'intersection F N G est de
dimension 1 et est engendrée par le vecteur w;. De plus G = Vect{w;, W,}. Ainsi w; & F NG (car sinon F N G serait
de dimension 2 parce-que w; et w, sont linéairement indépendants). Comme w, € G on en déduit que w,; & F. Par
conséquent, les vecteurs u}, i, et w; sont linéairement indépendants. Comme la dimension de F + G est 3, on en
déduit que les vecteurs 1}, i, et w; forment une base de F + G. Ainsi, une base de F + G est donnée par :

23F+G = {ﬁla az, LBI} = {(17 _37 0’ 2)’ (11’ _3, 25 0)7 (3’ 67 1’ _5)}

(15.6) Pour compléter la base de F + G en une base de R*, on cherche un vecteur v = (x, y, z, w) € R* tel que {1}, i, W,, U}
soit une base de R*. Cela revient a dire que les vecteurs iy, u,, Ww; et U doivent étre linéairement indépendants. On
va tester avec des vecteurs de la base canonique de R* pour trouver un tel vecteur v. On commence par tester avec
le vecteur ¢, = (1,0, 0,0). Pour déterminer si les vecteurs i, i, W; et €; sont linéairement indépendants, on écrit la
matrice formée par ces vecteurs et on vérifie que le rang de cette matrice est égal a 4 (cela implique que le systéme
obtenu d’aprés la definition de I'indépendance linéaire admet uniquement la solution triviale ot; = a, = a3 = a4 =

0):
1 11 3 1 Lyel,+3L, 1 11 3 1 1 11 3 1 LyeL;—30L,
-3 =3 6 0 Ly—Ly—2L, 0 30 15 3 LyoLs 0 1 1 0 Ly—Ly+22L,
_— _ _—
0 1 1 O 0 1 1 0 0 30 15 3
2 0 -5 0 0 —22 —-11 -2 0 —22 —-11 -2
1 11 3 1 1 11 3 1
0 1 1 0 Ly—Ly+—Ls 0 1 1 0
0 0 —15 3 0 0 -15 3
0 0 11 -2 0 0 0 i

Comme le rang de la matrice est égal 4 4, les vecteurs #;, U,, W, et €, sont linéairement indépendants. Par conséquent,
une base de R* est donnée par :

Brs = {Uiy, Uy, Wy, €} ={(1,-3,0,2),(11,-3,2,0),(3,6,1,-5),(1,0,0,0)}.

Exercice 18.

Rappel 3. On rappel que la formule de Grassmann pour les sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E est
donnée par :
dim(U + V) = dim(U) + dim(V) — dim(U n V),

ou U et V sont des sous-espaces vectoriels de E.

Comme U et V sont des sous-espaces vectoriels de R", on peut appliquer la formule de Grassmann pour calculer la
dimension de la somme U + V :

dim(U + V) = dim(U) + dim(V) — dim(U n V).
Sachant que dim(U) = dim(V) =n—1,0na:
dm(U+V)=n—-1)+(n-1)—dim(UNV)=2n-2—-dim(UNV).
D’autre part, comme U + V est un sous-espace vectoriel de R", sa dimension ne peut pas dépasser n. Ainsi,on a:
dim(U +V) <n.
En combinant les deux inégalités, on obtient :

2n —2—dim(UNV) <n,
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d’ou
n—2<dim(UnV).

Cette inégalité montre que la dimension de I'intersection U N V est au moins égale a n — 2.
Exercice 20.

Rappel 4. Soit E un espace vectoriel et F, G deux sous-espaces vectoriels de E. On rappel que la somme de deux
sous-espaces vectoriels est le sous-espace vectoriel défini par :

F+G={f+g|feF,geG}

De plus, la somme F + G est dite directe si et seulement si F N G = {0p}. Dans ce cas, on note F @ G la somme
directe de F et G.

(20.1) Soit f € E. On commence par vérifier que f, € P. Pour faire cela, il faut montrer que f, est paire, c’est-a-dire que
Jp(=x) = f,(x) pour tout x € R. En effet, on a:

fo(=) = 3(F(=3) + f()

= S+ f(=x)
= fp(x)-

De méme, on vérifie que f; € I. Pour cela, il faut montrer que f; est impaire, c’est-a-dire que f;(—x) = —f;(x) pour
tout x € R. En effet,on a:

fi(=x) = (/=) = f(x)

= 21+ f(=x)

= ()~ ()

= —fi(x).

(20.2) Soit f € E. En utilisant les définitions de f, et f;, on peut écrire :

F5(0) + £i0) = 3G + F(=) + 3(F ) = F(=0)
= S + (=) + () = (=)

1
= 5Cf(x)
= f).

Par conséquent, pour tout f € E, il existe f, € Pet f; e I telsque f = f, + f;. Ainsi, E C P +I. Il est clair que toute
application de la forme f, + f; avec f, € P et f; € I appartient 4 E, donc P + I C E. Par conséquent, on a I'égalité
E=P+1.

(20.3) Pour montrer que E = P @ I, il suffit de vérifier que P NI = {0}. Soit f € PN I. Alors, f est a la fois paire et impaire.
Comme f est paire, ona:
f(x) = f(=x) pourtoutx e R.

En utilisant le fait que f est impaire, on obtient :
f(x)=—f(=x) pour toutx € R.
En combinant les deux égalités précédentes, on obtient :

2f(x) = f(—=x)— f(=x) =0 pour tout x € R.
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Par conséquent, f(x) = 0 pour tout x € R, c’est-a-dire que f est la fonction nulle. Ainsi, PNI = {0} et par conséquent,

E=PI

Exercice 23.

Rappel 5. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Alors, tout ensemble de plus de n éléments de E est
linéairement dépendant.

Considérons 'ensemble S = {I,,, A, A% A3, .. }des puissances de la matrice A. Comme M, (R) est un espace vectoriel
de dimension finie n?, il existe un entier naturel p (par exemple p = n?) tel que les matrices I,,, A, A%, ..., AP soient
linéairement dépendantes (il s’agit d’un ensemble de plus de n? éléments dans un espace vectoriel de dimension n?).
Par conséquent, il existe des réels ay, a;, a, ..., ap, pas tous nuls, tels que :

aol, + 1A + 4, A% + - + a,AP = ©.

Exercice 27.

(27.1)

(27.2)

(27.3)

Soient A, B € M,, ,(R) et « € R. Pour montrer que (A + B)' = A" + B', il suffit de vérifier que les coefficients de ces
deux matrices sont égaux pour tout i et j. En effet, on a:

((A+B));; =(A+B)j; = Aj; + Bj; = (A");; + (B);;.
De méme, pour montrer que (¢ A)" = a(A"), on vérifie que les coefficients de ces deux matrices sont égaux pour
toutietj:
((aA)[)ij =(aA)j; = ad; = a(A[)ij-

Enfin, pour montrer que (A")" = A, on vérifie que les coefficients de ces deux matrices sont égaux pour touti et j :
(AN =AY = Ay

Soient A € M, ,(R) et B € M, ,(R). Pour montrer que (AB)" = B'A', il suffit de vérifier que les coefficients de ces
deux matrices sont égaux pour tout i et j. En effet, on a:

n n n
((AB));j = (AB);; = > AjBii = D (A (B = Y (BYiw(ANy; = (BLA);.
N~—— k=1 k=1 k=1
Produit scalaire de la
ligne j de A avec
laligne ide B

Soit S I'ensemble des matrices de M,,(R) symétriques. Pour montrer que S est un sous-espace vectoriel de M, (R),
il suffit de vérifier que S est fermé par addition et par multiplication par un scalaire. Soient A,B € S et a € R. Alors,
ona:
(A+B)=A"+B'=A+B,
(aA)! = a(A?) = aA.

Par conséquent, A + B € S et ¢A € S, ce qui montre que S est un sous-espace vectoriel de M,(R). Pour n = 3, une
base de S est donnée par les matrices suivantes :

1 00 010 0 01 0 0O 0 0O 0 0O
0 0 Of, 1 0 0], 0 0 0f, 0 1 0f, 0 0 1|, 0 0 0Of.
0 0O 0 0O 1 00 0 0O 010 0 01
En effet, ces matrices sont symétriques et forment une famille libre de S. De plus, tout élément de S peut étre écrit
a b c
comme une combinaison linéaire de ces matrices : considerons une matrice symétrique A =|b d e |. On peut
c e f
écrire A comme une combinaison linéaire des matrices de la base :
1 0 0 010 0 01 0 0O 0 0O 0 0O
A=a|l0 O O|+bf1 O O|+c|O O O|+d|O 1 O|+e|/0O O 1|+f|O O O
0 0O 0 0O 1 00 0 0O 010 0 01
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(27.4)

(27.5)

Soit S’ I'ensemble des matrices de M, (R) antisymétriques. Pour montrer que S’ est un sous-espace vectoriel de
M,(R), il suffit de vérifier que S’ est fermé par addition et par multiplication par un scalaire. Soient A,B € S’ et
a € R. Alors,on a :

(A+B)=A'"+B'=—-A—-B=—-(A+B),

(xA) = a(AY) = a(—A) = —aA.

Par conséquent, A + B € S’ et aA € ', ce qui montre que S’ est un sous-espace vectoriel de M,,(R). Pour n = 3,
une base de S’ est donnée par les matrices suivantes :

0 1 0 0 01 0O 0 O
-1 0 0f, 0O 0 o}, [0 0 1.
0O 0O -1 0 0 0 -1 0
En effet, ces matrices sont antisymétriques et forment une famille libre de S’. De plus, tout élément de S’ peut étre
0 a b
écrit comme une combinaison linéaire de ces matrices : considérons une matrice antisymétrique A =|—-a 0 c|.
-b — O
On peut écrire A comme une combinaison linéaire des matrices de la base :
0 1 0 0 01 0 0 O
A=al|-1 0 O|+b| O O Of+c|O O 1].
0 0 0 -1 0 0 0 -1 0

Pour montrer que M, (R) = S @ S, il suffit de vérifier que S + S’ = M, (R) et que SN S’ = {0}. Soit A € M,(R). On
peut écrire A comme la somme d’une matrice symétrique et d’'une matrice antisymétrique de la maniére suivante :

A= %(A + A" + %(A — A,

En effet, la matrice %(A + A") est symétrique car :
1 t ‘ 1 t t\t 1 t 1 t
“(A+AH)| =-A"+A))=z(A"+A)=(A+ A),
2 2 2 2

et la matrice %(A — A') est antisymétrique car :

t
(3¢4-40) =504 =) = 3 = A) = =34 - 4D,

Par conséquent, pour tout A € M, (R), il existe S € Set S’ € S’ telsque A = S + S’. Ainsi, M,(R) = S + S’. Il est
clair que la matrice nulle est a la fois symétrique et antisymétrique, donc 0 € S N S’. Supposons qu’il existe une
matrice A € SN S’. Alors, A est a la fois symétrique et antisymétrique. En utilisant le fait que A est symétrique, on
a:

Al = A.

En utilisant le fait que A est antisymétrique, on a :
Al = —A.
En combinant les deux égalités précédentes, on obtient :
2A=A+A=A"-A'"=0,

d’ott A = 0. Par conséquent, S N S” = {0} et par conséquent, M,(R) =S & S’.
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