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ALGEBRE LINEAIRE
FICHE DE TD 5 : APPLICATIONS LINEAIRES

Applications Linéaires

Exercice 1. Les applications suivantes sont-elles linéaires ? Justifier.

11) f: R >R, x - —4x (1.5) | : R[X] = R[X], P(X) —~ P(5 — 2X)
12) g:R>R, x> 7x+2 (1.6) m : R[X] = R[X], P(X) » (X? +1)P(X)
(1.3) h : R - R, x = —5x2 (1.7) ¢ : M3(R) = M;(R), A — A?

(14) k : R? 5 R, (x,y) = 7x — 3y (1.8) p : M3(R) = M5(R), A = —A + 2I;

— Correction

Exercice 2. Soit f : R®* - R3 I'application définie par :
fO)=(x+y,y+z,x+y+2z) pourtoutv = (x,y,z) e R3.

(2.1) Montrer que f est linéaire.
(2.2) Lapplication f est-elle bijective ? Si oui, déterminer f~!.

— Correction

Exercice 3.
(3.1) Soit f : R;3[X] — R;[X] I'application définie par :

f(P(X)) =P (X) VP(X)eR;X]. (P'(X)étantle polyndome dérivé de P(X))
(a) Montrer que f est linéaire.
(b) Déterminer ker f et Im(f), préciser une base de chacun et leur dimension.
(3.2) Soit g : R;[X] — R;[X] I'application définie par :
g(P(X)) = P/(X) — P(1) pour tout P(X) € R5[X].
(a) gest-elle linéaire?

(b) Montrer, sans calculs, que 'ensemble {P(X) € R;[X] | P/(X) = P(1)} est un sous-espace vectoriel de R;[X].

— Correction
Exercice 4. On considére I'application ¢ : R, [X] — R,[X] définie par :

p(P(X)) = P(X) — (X —2)P'(X) pour tout P(X) € R,[X].

(4.1) Montrer que g est linéaire.

(4.2) Dans le cas n = 2, déterminer une base de ker ¢.



(4.3) On consideére le cas général n > 2.

(a) Calculer ¢(1), p(X), puis (XP) pour 2 < p < n. En déduire une base de Im(gp).

(b) Déterminer une base de ker(p).

— Correction

1 1 2 -1 X

. . 2 _1 1 —1 - y
Exercice 5. Soit A = 3 0 3 —a€ M4(R). Onnote v = (x,y,z,t) et X = |

5 -1 4 -3 t

On rappelle que I, : R* - R* est l'application donnée par : VU € R*, [,(U) = AU, autrement dit : [,(X) = AX pour
tout X e R4,

(5.1) Montrer que I, est une application linéaire.

(5.2) Déterminer une base de ker(l,) et une base de Im(l,).

— Correction

Exercice 6. Mémes questions que dans I'exercice précédent en prenant les matrices :

-1 2 1 1 1 1 3
B=]1 1 2 -1, puis C=|2 1 2{.
-1 -1 1 =2 -1 11

— Correction

Exercice 7. Soit U un vecteur non nul de R”. Déterminer une matrice A de M, (R) telle que Im(l,) = Vect{U}.

— Correction

Exercice 8. Soient les vecteurs de R suivants :
Ul = (la 2, _4, 33 1)5 UZ = (29 5, _3, 45 8)5 63 = (65 175 _7a 10, 22) et 84 = (1’ 33 _3, 25 0)'
Déterminer une base de Vect{v;, U,, Us, Uy}, et donner une relation de dépendance entre Uy, U,, U5 et Uj.

— Correction

Exercice 9. Soient B = (¢}, €,, €5, €,) la base canonique de R* et € = (f, f5, f3) la base canonique de R3.
On consideére lapplication linéaire ¢ : R* — R3 qui satisfait aux conditions suivantes :

p@) = f1+fa @@)=—f1+fy @@€)=Ff1+3f2+2f3 @) =f1+fr+fs
(9.1) Justifier brievement pourquoi ces conditions suffisent pour définir ¢.
(9.2) Donner la matrice A telle que p = 14.

(9.3) Déterminer une base de ker ¢ et une base de Im(¢p).

(9.4) Lapplication ¢ est-elle surjective ? est-elle injective ? Justifiez vos réponses.

— Correction

Exercice 10. Soit B = (¢, €,, €;) la base canonique de R3.
On considere Papplication linéaire ¢ : R3 — R3 satisfaisant aux conditions suivantes :

- - - - 1 - -
pler) =e; @) = plez) = 5(92 + €3).
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(10.1) Donner la matrice A telle que ¢ = 4.
(10.2) Déterminer une base de ker ¢ et une base de Im(gp).

(10.3) Montrer que ker ¢ et Im(¢) sont supplémentaires dans R3.

— Correction

Exercice 11. Soient V' un espace vectoriel de dimension finie n sur R, et f une application linéaire de V dans V. Montrer
I’équivalence suivante :

Im(f) = ker(f) <= (fof = 0, n est pair et dimg Im(f) = g)

— Correction

Exercice 12. Le but de cet exercice est de montrer que le rang d’'une matrice est égal a celui de sa transposée. Soit
A € M, o(K) de coefficients (a; ;). On note Ly, ..., ,,, les lignes de A et ¢y, ..., ¢, ses colonnes.

(12.1) Montrer que rg(A) < n et rg(A) < m. Montrer de méme que rg(A") < n et rg(A") < m.

(12.2) Sirg(A") < m, on choisit une ligne k qui est linéairement dépendante des autres. Soit A’ € M,,,_; ,,(K) la matrice
obtenue en supprimant cette ligne de A. Montrer que rg(A") = rg(A").

(12.3) Soit f : K™ — K™ I'application qui supprime la k-iéme coordonnée. Considérons Im(A) = Vect{cy, ..., c,}.
Montrer que f|m(4) est injective.

(12.4) En déduire que rg(A) = rg(A’).

(12.5) Soit B € M, ,(K) la matrice obtenue a partir de A en répétant I'étape (2). Montrer que rg(B) = rg(A) et p =
rg(B") = rg(A").

(12.6) En déduire que rg(B) < rg(B") et conclure.

— Correction

Exercice 13. Echelonner les matrices suivantes en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes uniquement (et
pas sur les colonnes). En déduire le rang de chaque matrice A puis la dimension de son noyau (dim ker(l,)). Préciser une
base de Im(l,) puis une base de ker(l,) (sauf pour la derniére matrice avec parameétre m ; pour cette derniére, discuter
son rang selon les valeurs du parametre m et ne pas chercher ces bases) :

1 2 -4 -2 -1 1 4 -1 2 4
a3.1)|o -2 4 2 0 13412 0 -3 -1 7
1 1 -2 -1 1 -2 3 2 1 4
1 7 2 5 1 -1 0 1
-2 11 5 m 1 -1 -1
(13.2) 121 4 (13.5) . -m 1 0
1 41 2 1 -1 m 1
o -1 2 =2
-7 =7 2 -8
(13.3) 0 4 -6 6
2 -2 0 -2

— Correction



Corrections fiche 5 : Applications Linéaires
Exercice 1.

Rappel 1. Une application f : E — F entre deux espaces vectoriels E et F sur K est dite linéaire si elle satisfait
les propriétés suivantes pour tous 4,0 € E et o € K :

fA+0)=f@+ @) et flan)=af@.

On va lister des propriétes et résultats utiles concernant les applications linéaires :

« Lapplication f : E — F est linéaire si et seulement si pour tous #,0 € E et a,f € K, on a f(au + f0) =
af@)+ ().

« Si f : E - F estlinéaire, alors f (6E) = 6F. La réciproque est fausse : il existe des applications f : E — F telles
que f(05) = Or mais qui ne sont pas linéaires. La contraposée de cette affirmation est vraie :si f : E — F est
une application telle que f(0g) # O, alors f n’est pas linéaire.

« Lasomme de deux applications linéaires f,g : E — F estlinéaire, et la multiplication d’une application linéaire
f : E — F par un scalaire o € K est également linéaire. Cela fait de I’ensemble des applications linéaires de E
dans F un espace vectoriel, noté £(E, F).

« Toute application linéaire f : E — F est entierement déterminée par son action sur une base de E. En d’autres
termes, si B = (€}, ..., €,) est une base de E, alors f est déterminée par les images f(€)), ..., f(€,).

« Deux applications linéaires f,g : E — F sont égales si et seulement si elles coincident sur une base de E.
Autrement dit, si B = (€}, ..., €,) est une base de E, alors f = g si et seulement si f(&;) = g(¢;) pour tout
i=1,..,n.

« Le noyeau d’une application linéaire f : E — F est défini par ker(f) = {U € E | f(U) = 61:}, et I'image de f
est définie par Im(f) = {f(V) | U € E}. Le noyau et 'image d’une application linéaire sont des sous-espaces
vectoriels de E et F respectivement.

+ Le théoréeme du rang énonce que pour une application linéaire f : E — F entre des espaces vectoriels de
dimension finie, on a dim(E) = dim(ker(f)) + dim(Im(f)).

« Une application linéaire f : E — F est injective si et seulement si ker(f) = {6E}, et elle est surjective si et
seulement si Im(f) = F. En conséquence, f est bijective si et seulement si ker(f) = {0z} et Im(f) = F.

« Si f : E — F estune application linéaire et dim(E) = dim(F) < +o0, alors f est injective si et seulement si f
est surjective, et dans ce cas f est bijective.

(1.1) L’application f est linéaire. En effet, pour tous x,y e Reta,f € R,ona:
flax + By) = —4(ax + By) = a(—4x) + f(—4y) = af(x) + Bf(¥).
(1.2) Lapplication g n’est pas linéaire. En effet, pour x =0ety =1lona:
gx+y)=g1)=7-1+2=9#11=2+9=(7(0)+2) + (7(1) + 2) = g(x) + g(y).
(1.3) Lapplication h n’est pas linéaire. En effet, pourx =lety =2ona:
h(x+y)=h(3)=—-5-32=—-45# —-25=-5-12+(=5) - 22 = h(x) + h(p).
(1.4) Lapplication k est linéaire. En effet, pour tous (x;, ,), (x5, y,) €e R?eta,f e R,ona:

k(a(x1, 1) + B(x2,¥2)) = k((axy + Bxz, ays + By2))
= 7(ax; + Bx;) — 3(ay; + By2)
= a(7x; — 3y1) + B(7x; — 3y,)
= ak(xy, y1) + Bk(x3, y2).
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(1.5) Lapplication [ est linéaire. En effet, pour tous P(X), Q(X) e R[X]eta,f e R,on a:
l(aP(X) + BA(X)) = (aP + BQ)(5 — 2X)
= aP(5 — 2X) + BQ(5 — 2X)
= al(P(X)) + BLQX)).

(1.6) L’application m est linéaire. En effet, pour tous P(X), Q(X) € R[X]eta,3 e R,ona:

m(aP(X) + BO(X)) = (X* + 1)(aP(X) + BQ(X))
a(X? 4+ 1)PX) + B(X? + 1)Q(X)
am(P(X)) + fm(Q(X)).

(1.7) Lapplication c n’est pas linéaire. En effet, pour A = I; et B = 2I5,0ona:
c(A + B) = ¢(31;) = 9I; # 5I; = A? + B? = ¢(A) + c¢(B).
(1.8) Lapplication p n’est pas linéaire. En effet, pour A =0etB =13,0na:

P(A+ B) = p(I3) =I5 # 3I; = 2I3 + I3 = p(A) + p(B).

Exercice 2.

(2.1) Pour montrer que f est linéaire, considerons deux vecteurs U = (x,y,z) et w = (x’,y’, z’) de R?, et deux scalaires
a,feR.Ona:

fav + Bw) = f((ax + Bx',ay + By, az + Bz'))
= ((ax + Bx) + (ay + By"), (ay + By") + (az + B2'), (ax + Bx") + (ay + BY') + (az + Bz"))
=a(x+y,y+z,x+y+2)+p' +y,y +2, X +y +2')
= af(0) + Bf(W).
Ainsi, f est linéaire.

(2.2) Pour déterminer si f est bijective, il suffit de vérifier si f est injective ou surjective (car f est une application linéaire
entre des espaces vectoriels de méme dimension, voir Rappel 1). Calculons le noyau de f :

ker(f) ={(x,y,2) e R*| f(x,y,2) = (0,0,0)}.

Donc, on veut trouver les solutions du systéme d’équations suivant :

x+y=0
y+z=0
xX+y+z=0

Pour résoudre ce systeme, on peut faire la différence entre la troisieme équation et la premiére, ce qui donne z = 0.
Ensuite, en substituant z = 0 dans la deuxiéme équation, on trouve y = 0. Enfin, en substituant y = 0 dans la
premiére équation, on trouve x = 0. Ainsi, ker(f) = {(0, 0, 0)}, ce qui montre que f est injective. Par conséquent, f
est bijective. On va déterminer f~1. Soit w = (a, b,c) € R3. On cherche U = (x, y, z) tel que f(U) = w, Cest-a-dire :

x+y=a
y+z=>b
X+y+z=¢c

En faisant la différence entre la troisiéme équation et la premiere, on trouve z = ¢ — a. Ensuite, en substituant
z = ¢c—a dans la deuxiéme équation, on trouvey = b—z = b—(c—a) = a+b—c. Enfin, en substituanty = a+b—c
dans la premiere équation, on trouve x = a—y = a— (a+ b —c) = ¢ — b. Ainsi, pour tout w = (a,b,c) e R3 ona:

fY(a,b,c)=(c—b,a+b—c,c—a).



Exercice 3.

(3.1) (a) Pour montrer que f est linéaire, considérons deux polynémes P(X), Q(X) € R;[X] et deux scalaires «, 3 € R.
Ona:

f@PX) + QX)) = (aP + fQ)'(X) = aP'(X) + fQ"(X) = a f(P(X)) + Bf(QX)).
ou la deuxiéme égalité découle de la linéarité de 'opération de dérivation sur les polyndmes. Ainsi, f est
linéaire.
(b) Le noyau de f est I'ensemble des polynomes de degré au plus 3 dont la dérivée est nulle, c’est-a-dire les poly-

noémes constants. Dong, ker f = {a € R | a est un scalaire}. Une base de ker f est donc {1}, et dim(ker f) = 1.
L’'image de f est le sous-espace :

Im(f) = {P'(X) | P(X) € R3[X]} = {Q(X) € R3[X] | Q(X) est de degré au plus 2} = R,[X].

En effet, si Q est un polyndme qui appartient a Im(f), alors il existe un polynome P(X) = ag+a; X +a,X%+a;X>
tel que Q(X) = P'(X) = a, +2a,X +3a;X?, ce qui montre que Q(X) appartient a Vec(1, X, X?). Réciproquement,
si Q(X) = by + by X + b,X? est un polynome de degré au plus 2, alors il existe un polynéme P(X) = ¢, + boX +
%X 2+ b—;X 3 tel que P'(X) = by + b;X + b,X? = Q(X), ce qui montre que Q(X) appartient & Im(f). Ainsi,
Im(f) = R,[X]. Une base de Im(f) est donc {1, X, X?}, et dim(Im(f)) = 3.

(3.2) (a) Lapplication g est linéaire. En effet, pour tous P(X), Q(X) € R;[X]eta,f e R,ona:

g(aP(X) + QX)) = (aP + BQ)'(X) — (aP + fQ)(1)
= aP'(X) + fQ'(X) — aP(1) — BQ(1)
= a(P'(X) — P(1)) + BQ'(X) — (1)
= ag(P(X)) + Bg(QX)).

(b) On peut montrer que I’ensemble {P(X) € R;[X] | P'(X) = P(1)} est un sous-espace vectoriel simplement en
remarquant que cet ensemble est le noyau de I'application linéaire g. En effet :
ker(g) = {P(X) € R;[X] | g(P(X)) = 0}
={P(X) € R3[X] | P'(X) — P(1) = 0}
={P(X) € R3[X] | P'(X) = P(L}.

Comme le noyau d’une application linéaire est toujours un sous-espace vectoriel, on conclut que I'’ensemble
{P(X) e R5[X] | P"(X) = P(1)} est un sous-espace vectoriel de R;[X].

Exercice 4.

(4.1) Pour montrer que ¢ est linéaire, considérons deux polyndémes P(X), Q(X) € R, [X] et deux scalaires ¢, 3 € R.On a:
p((aP + BQ)X)) = (aP + fQ)X) — (X — 2)(aP + BQ)'(X)
= aP(X) + BQX) — (X — 2)(@P'(X) + Q" (X))
= a(P(X) — (X = 2)P'(X)) + f(QX) — (X = 2)Q"(X))
= ap(P(X)) + Bep(QX)).
Ainsi, ¢ est linéaire.

(4.2) Dans le cas n = 2, un polyndme P(X) = ay + ;X + a,X? appartient a ker ¢ si et seulement si p(P(X)) = 0,
c’est-a-dire :
ap + alX + a2X2 — (X - 2)(a1 + ZazX) =0.

En développant, on trouve :

(ao + 2(11) + (a1 - a1 + 4a2)X + (a2 - 2(12)X2 = (ao + 2a1) + 4a2X - a2X2 =0.



Cette égalité est vérifiée si et seulement si :

ag+2a, =0
4a2=0
—a2=0

ce qui équivaut a a, = 0 et ay = —2a;. Ainsi, les polynomes de la forme —2a; + a;X = a;(X — 2) appartiennent a
ker ¢. Une base de ker ¢ est donc {X — 2}.

(4.3) (a) Soitn > 2. Calculons ¢(1), ¢(X), puis p(XP) pour2 < p<n.Ona:

p(1)=1-(X-2)-0=1,
PX)=X-(X-2)-1=2,
P(XP)=XP — (X —2) - pXP~1 = XP — pXP +2pXP~1 = (1 — p)XP + 2pxP~1L
Ainsi,
p(1)=1—-(X—-2)-0=1,
PX)=X-X=-2)-1=2-9(1),
P(X?) = —X? + 4X,
P(X3) = —2X7 + 6X2,

p(X™) = (1 —n)X" +2nX"1.

On note que les polyndmes ¢(1) = 1 et p(X) = 2 sont linéarement dépendants car p(X) = 2¢(1). De plus
le degrée de @(XP) est égal & p pour tout 2 < p < n. Ainsi, les polyndmes (X?), ..., »(X™) sont linéaire-
ment indépendants. Par conséquent, une base de Im(¢) est donnée par 'ensemble {p(1), p(X?), ..., p(X™)}, et
dim(Im(¢)) = n. Notons que 'ensemble {p(X), p(X?), ..., (X™)} est aussi une base de Im(p).

(b) Puisque dim(R,[X]) = n+ 1 etdim(Im(p)) = n, le théoréme du rang implique que dim(ker(¢)) = 1. On avait
déja montré que le polyndme X — 2 appartient a ker(¢) dans le cas n = 2. En fait, on peut vérifier que X — 2
appartient a ker(¢p) pour tout n > 2. En effet,on a :

PX-2)=X-2)-(X-2)-1
=0.

Comme dim(ker(¢)) = 1 et que X — 2 appartient a ker(¢), on conclut que {X — 2} est une base de ker(p).

Exercice 5.

Rappel 2. Lorsque on a une matrice A € M, ,(R), on peut définir une application linéaire [, : R" — R™ par
[4(X) = AX pour tout X € R". Le noyau de I, est 'ensemble des vecteurs X € R" tels que AX = 0, et 'image
de I, est 'ensemble des vecteurs de la forme AX pour X € R". Le théoreme du rang énonce que dim(ker(l,)) +
dim(Im(L,)) = n, ou n est le nombre de colonnes de la matrice A.

Pour trouver une base de ker(l,), on peut résoudre le systéme d’équations linéaires AX = 0. Des vecteurs d'un
base de ker(l4) peuvent étre trouvés en utilisant la méthode d’¢limination de Gauss pour réduire la matrice A a
une forme échelonnée, puis en exprimant les variables libres en fonction des variables de base. Pour trouver une
base de Im(l,), il suffit de noter que I'image de 4 correspond a I'espace engendré par les colonnes de la matrice A.
Ainsi, une base de Im(l,) peut étre obtenue en sélectionnant les colonnes de A qui correspondent aux variables
de base dans une forme échelonnée de A.

(5.1) Lapplication I, est linéaire. En effet, pour tous v, W € R* et ¢, 3 € R,ona:
Ly(aU + Bw) = A(aU + W)
= qAU + BAW
aly(0) + BLa(W).



(5.2) Pour déterminer une base de ker(l,), on commence par noter que un vecteur 0 = (X, y, z, t) appartient a ker(l,) si
et seulement si AU = 0, c’est-a-dire si et seulement si le systéme d’équations linéaires suivant est satisfait :

X+y+2z—-t=0 1 1 2 -1\ (x 0
2x—-y+z—t=0 - 2 -1 1 -1 y|_|O
3x+3z—-2t=0 3.0 3 =2 |z 0l

5 -1 4 =3) \t 0

5x—y+4z-3t=0

On va résoudre ce systéme d’¢quations linéaires pour trouver une base de ker(l,). On procede par élimination de

Gauss :
1 1 2 —-1|0 1 1 2 -11]0 1 1 2 =110
2 -11 -1|0 (L2, | 0 -3 -3 1 |0 |L3,|0 =3 =3 110
e _
3 0 3 =210 3 0 3 =210 0 -3 =3 110
5 -1 4 =3|0 5 -1 4 =310 5 -1 4 =310
1 1 2 =10 1 1 2 -1|0 1 1 2 -1|0
Ly—5L, 0 -3 =3 1 |0 | Ls2L, 0 -3 =3 1 |0 | L-L 0O -3 -3 1|0
—_— —_—
0 -3 =3 1|0 0 -3 -3 110 0O 0 0 o010
0O -6 —6 2|0 0 O 0 010 0 O 0 010
Ainsi, le systéme d’équations linéaires équivalent 8 AU = 0 est:
X+y+2z—t=0 X==-y—2z+t

Al t
—3y—3z4+t=0 y=—z+§

En exprimant les variables de base x et y en fonction des variables libres z et ¢, on trouve que tout vecteur de ker(l,)
est de la forme : ; 1
U=(—y—2z+4+t,—z+ 3% ) =2z(-2,-1,1,0) + t(1, 3 0,1).

Ainsi, une base de ker(l,) est donnée par les vecteurs (—2, —1,1,0) et (1, %, 0,1),etdim(ker(l,)) = 2. Pour déterminer

une base de Im(l,), on note que I'image de 4 correspond a I'espace engendré par les colonnes de la matrice A. En
effet, supposons que Y = (a, b, ¢, d) appartient a Im(l4). Alors, il existe un vecteur X = (x,y, z,t) telque AX =Y,

c’est-a-dire :
1 1 2 -1\ (x a X+y+2z—t=a 1 1 2 -1 a
2 -1 1 =1 |y|_|b - 2x—y+z—t=>b o 2 vl 42 1 iy 1| _|b
3 0 3 =2|z|7|e 3x + 32 — 2 = ¢ 317V o 3 27|
5 -1 4 -3) ¢ d 5 -1 4 -3 d

5x—y+4z—-3t=d

Ainsi, pour trouver une base de Im(l,), il suffit de trouver les colonnes de A qui sont linéairement indépendantes. Pour
cela, on peut réduire la matrice A a une forme échelonnée. On a déja effectué les opérations élémentaires sur les lignes
de A pour trouver une base de ker(l,), et on a trouvé la forme échelonnée suivante :

1 1 2 -1

0 -3 -3 1
0o 0 0 O
o 0 0 O

Les colonnes de A qui correspondent aux variables de base dans cette forme échelonnée sont les colonnes 1 et 2. Ainsi,
une base de Im(l,) est donnée par les vecteurs suivants :

(9, BV I
e}

Ainsi, dim(Im(l,)) = 2.



Exercice 6. La preuve que I et [~ sont des applications linéaires est similaire a la preuve que [, est une application
linéaire dans I'exercice précédent. De méme, la méthode pour trouver une base de ker(lp), Im(lg), ker(l) et Im(l.) est
similaire a 1a méthode utilisée pour trouver une base de ker(l,) et Im(l,).

(€]

()

On va commencer par échelonner la matrice B pour trouver une base de ker(lz) et Im(lz). On a:

-1 2 1 1 L4l -1 2 1 1 LyeLi-L, -1 2 1 1 LieLitL, -1 2 1 1
1 1 2 -1 |—1] O 3 3 0 |——)] O 3 3 0 |—F 0 3 3 0
-1 -1 1 -2 -1 -1 1 -2 0O -3 0 -3 0 0 3 =3
Ainsi, le systéme d’équations linéaires équivalent 4 BU = Oest:
—Xx+2y+z+t=0 y=-z
3y+3z=0 olt=z
3z—3t=0 x=2y+z+t=2(-2)+z+z=0

En exprimant les variables de base x et y en fonction de la variable libre z, on trouve que tout vecteur de ker(lp) est
de la forme :
v=(0-2z2z22)=z(0,-1,1,1).

Ainsi, une base de ker(lz) est donnée par le vecteur (0,—1,1, 1), et dim(ker(lz)) = 1. Pour trouver une base de
Im(lg), on note que les colonnes de B qui correspondent aux variables de base dans la forme échelonnée de B sont
les colonnes 1, 2 et 3. Ainsi, une base de Im(lz) est donnée par les vecteurs suivants :

-1 2 1
1], 1 et 21.
-1 -1 1

Ainsi, dim(Im(lg)) = 3. Notons que dim(ker(l)) + dim(Im(lz)) = 1 + 3 = 4, ce qui est égal au nombre de colonnes
de la matrice B (dimension du domaine de lg), conformément au théoreme du rang.

On va échelonner la matrice C pour trouver une base de ker(l-) et Im(l-). On a:

1 13 1 1 3 1 1 3 1 1 3
L2<—L2—2L] L3(—L3+L] L3<—L3+2L2

2 01 2 |22 0 -1 -4 |22 o -1 -4 [ 0 -1 -4

-1 11 -1 1 1 0 2 4 0 0 -4

5
Ainsi, le systéme d’équations linéaires équivalent 8 CU = 0 est :

XxX+y+3z=0 xX=-y—3z
—y—4z=0 Sy =—-4z
—4z =0 z=0

On trouve alors que x = 0, y = 0 et z = 0. Ainsi, ker(l-) = {6}, une base de ker(l-) est donnée par le vecteur nul, et
dim(ker(l-)) = 0. Pour trouver une base de Im(l.), on note que les colonnes de C qui correspondent aux variables
de base dans la forme échelonnée de C sont les colonnes 1, 2 et 3. Ainsi, une base de Im(l-) est donnée par les
vecteurs suivants :

1 1 3
21, 1 et 21.
-1 1 1

Ainsi, dim(Im(l)) = 3. Notons que dim(ker(l-)) + dim(Im(l)) = 0+ 3 = 3, ce qui est égal au nombre de colonnes
de la matrice C (dimension du domaine de [-), conformément au théoréme du rang.



Exercice 7. SoitU = (vy,U,, ..., U,) un vecteur non nul de R”. On peut choisir une matrice A de M, n(R) dont la seule
colonne non nulle est le vecteur v. Par exemple, on peut choisir la matrice A suivante :

v, 00 .. 0
a={2 %9 - Ve, m,
v, 00 .. O

ou m est un entier positif quelconque. Alors, pour tout vecteur X = (x;, x5, ..., X,,,) € R™,on a:

U1X1 U1

Uy X v
LX)=AX =| ¥ =x| 2|=x0.

UpXq Uy

Ainsi, I'image de 1, est 'ensemble des vecteurs de la forme x, U pour x; € R, c’est-a-dire Im(l,) = Vect{v}.

Exercice 8. Pour déterminer une base de Vect{v;, U,, Us, U4}, on peut échelonner la matrice dont les colonnes sont les
vecteurs Uy, Uy, Uz et Uy. Ona:

1 2 6 1 1 2 6 1 1 2 6 1

2 5 17 3 LeL,—aL, 0 1 5 1 Ly LytdL, 01 5 1

—4 -3 -7 3 |24 4 3 -7 3 [Z2—="]05 17 1

3 4 10 2 3 4 10 2 3 4 10 2

1 8 22 O 1 8 22 0 1 8 22 0
1 2 6 1 1 2 6 1 1 2 6 1
Ly—Ly=3L, 0 1 5 1 Ls<Ls—L, 0 1 5 1 Ly—L;—5L, 0 1 5 1
—] 0 5 17 1 —1 0 5 17 1 —] 0 0 -8 —4
0 -2 -8 -1 0 -2 -8 -1 0 -2 -8 -1
1 8 22 O 0 6 16 -1 0 6 16 -1

Ly<L,+2L,
_—

Ls<Ls+7L,
_—

1

O O O O -
O O O O -
O O O = N

|

()

|

N
O O O O
S O O = N

|

)

|

N

LyeLy

Ly<L,+4L;
> _—

2 6 1
1 3 1 Ls<Ls—6L,
0 -8 -4 |2
0
6 -1
1
0
0
00 —8 —4
0

S O O N
\9)

S O O O

S O O N

S O NN U Y

O O = ==

Ainsi, une base de Vect{v,, U,, U3, Uy} est donnée par les vecteurs suivants :
U =(1,2,-4,3,1), 0,=(2,5-3,4,8) et vy=(6,17,—7,10,22).

Pour trouver une relation de dépendance entre vy, U,, Us et Uy, on peut résoudre le systéme d’équations linéaires corres-
. > . > o5 o - ren 1 7
pondant 8 AX = 0 ou A est la matrice dont les colonnes sont les vecteurs v;, U,, U5 et U;. Comme on a déja échelonné la
-
matrice A, on a un systeme d’équations linéaires équivalent 3 AX = 0 donné par :

X+2y+6z+t=0 xX=-=-2y—6z—t
y+5z+t=0 Siy=-5z—t
2z4+t=0 Z=—£

2

10



En exprimant les variables de base x, y et z en fonction de la variable libre ¢, on trouve que

t 5t 3t
y——SZ—t——S(—E)—t—?—t—?
°t 3t t
x=—2y—6z—t=—2(?>—6<—§>—t=—3t+3t—t=—t.

Ainsi, une relation de dépendance entre U;, U,, Us et U, est donnée par :

t; +3t* Ls +tU, =0
ou encore

—20) + 30, — U3 + 20, = 0.
Exercice 9.

(9.1) Les conditions données dans I'’énoncé spécifient I'image de chaque vecteur de la base canonique B de R* par
l’application linéaire ¢. Par ce qui a été vu dans le cours, une application linéaire est entiérement déterminée par
son action sur une base du domaine. En effet, pour tout vecteur X = (x;, X5, X3, X,) € R*, on peut écrire :

- - - -
X = Xxqe1 + X85 + X363 + X484,
et alors (comme @ est linéaire) on a :

P(X) = @(x1€) + X8, + X385 + X4€4)
= X10(€1) + X,9(€5) + x39(€3) + x49(€4)
=x1(f1 +]72)+x2(—f1+f2)+x3(]71 +3f2+2f3)+x4(fl +f2+f3)
=(x;— X3+ X3+ x4)f1 + (%1 + X3 + 3x3 + x4)f2 + (2x3 + x4)f3-

1 0 0

=X =X+ X3 +x)[0]+ 0 +x+3x3+x)| 1|+ (x5 +x4)|0

0 0 1
1 -1 1 1 il
=1 1 3 1 2
o 0o 2 1) |
X4

(9.2) La matrice A telle que ¢ = 1, est donnée par la matrice ci-dessus, c’est-a-dire :

1
0
Une autre facon de trouver la matrice A est de noter que les colonnes de A sont les images des vecteurs de la base
canonique B de R* par I'application linéaire ¢. Autrement dit :

I | | |
A=|ople) @e) ¢e3) oley)
I | | |

(9.3) Pour trouver une base de ker ¢, on a déja vu que cela revient a trouver une base pour le sous-espace vectoriel de
solutions du systéme d’équations linéaires AX = 0, ou A est la matrice trouvée a la question précédente. On peut
échelonner la matrice A pour trouver une base de ker(¢) et Im(g) (on rappel que le sous-espace Im(¢) est donnée

11



par le sous-espace vectoriel de R® engendré par les colonnes de A et ainsi une base de Im(¢) est donnée par les
colonnes de A qui correspondent aux variables de base dans la forme échelonnée de A). On a :

1 -1 1 1 1 -1 1 1) .. 1 -1 1 1
Ly—Ly—Ly 2T

1 1 31|———|O 2 2 0]|]——] 0 1 1 O

0O o0 21 0O 0 21 0O 0 21

5
La matrix est donc échelonnée. Ainsi, le systeme d’équations linéaires équivalent a AX = O est :

X—y+z+t=0 X=y—z—t
y+z=0 S y=-z
2Z4+1t=0 z=-1

2

En exprimant les variables de base x et y et z en fonction de la variable libre ¢, on trouve que

et

t t
cey-zmi=bo(-Y)-i=o

Ainsi, tout vecteur U de ker(¢) est de la forme :

R t 11
= —=,0) =100, 5, -5, 1).
v (0! b z’t) t(O’ 27 29 )

N~

Ainsi, une base de ker(g) est donnée par le vecteur (0, %, —%, 1), et dim(ker(g)) = 1. Pour trouver une base de Im(g),

on note que les colonnes de A qui correspondent aux variables de base dans la forme échelonnée de A sont les
colonnes 1, 2 et 3. Ainsi, une base de Im(p) est donnée par les vecteurs suivants :

1 -1 1
1], 1 et 3.
0 0 2

Ainsi, dim(Im(¢)) = 3. Notons que dim(ker(p)) + dim(Im(p)) = 1 + 3 = 4, ce qui est égal au nombre de colonnes
de la matrice A (dimension du domaine de ¢), conformément au théoréme du rang.

(9.4) L’application ¢ n’est pas injective car ker(¢) # {6} (en effet, dim(ker(¢)) = 1). L’application ¢ est surjective car
Im(p) = R3 (en effet, dim(Im(p)) = 3, ce qui est égal a la dimension du codomaine de ). Or, le seul sous-espace
vectoriel de R* de dimension 3 est R* lui-méme. Ainsi, Im(p) = R3.

Exercice 13.

(13.1) En échelonnant la matrice A, on trouve que :

12 =4 =2 1), (1 2 —4 =2 =1\ ., (1 2 -4 -2 -1
0 -2 4 2 0 |[—5]0-24 2 0 |——]0-24 2 0
1 1 -2 -1 1 0 -1 2 1 2 00 0 0 2

Ainsi, le rang de A est égal a 3 (car il y a 3 lignes non nulles dans la forme échelonnée de A ou il y a trois pivots), et
par le théoréme du rang dim ker(l,) = 5 — 3 = 2. Une base de Im(l,) est donnée par les vecteurs suivants (ce sont
les colonnes de A qui correspondent aux pivots de la forme échelonnée de A) :

1 2 -1
0f, =2 et 0
1 1 1

12



(13.2)

(13.3)

Enfin, pour trouver une base de ker(l,), on peut résoudre le systéme d’é¢quations linéaires équivalent & AX = 0
donné par (en utilisant la forme échelonnée de A) :

x=-2Q2z+t)+4z+2t=0
y=2z+t
u=20

X+2y—4z—-2t—u=0
—2y+4z+2t=0
2u=0

X==-2y+4z+2t+u
y=2z+t
u=20

< <

Ainsi, tout vecteur (x, y, z, t, u) de ker(l,) est de la forme :
(x,y,z,t,u) = (0,2z + t,z,t,0) = z(0,2,1,0,0) + ¢t(0,1,0,1,0).
Alors, une base de ker(l,) est donnée par les vecteurs suivants :
(0,2,1,0,0) et (0,1,0,1,0).

La procédure est similaire a celle de la question précédente. En échelonnant la matrice A, on trouve que :

Ly«L,+2L
1 7 2 s\ 7 2 s 17 2 5 \ppe, (1 7 2 5
—2 1 1 5| LL-L [0 15 5 15 |LeoL | 0 =3 -1 -3 [LLash, [ 0 =3 -1 -3
_— e _—
-1 21 4 09 3 9 09 3 9 00 0 0
1 41 2 0 -3 -1 -3 015 5 15 00 0 0

Ainsi, le rang de A est égal a 2 (car il y a 2 lignes non nulles dans la forme échelonnée de A ou il y a deux pivots), et
par le théoréme du rang dim ker(l4) = 4 — 2 = 2. Une base de Im(l4) est donnée par les vecteurs suivants :

1 7
-2 1
-1 et 5|
1 4

Enfin, pour trouver une base de ker(l,), on peut résoudre le systéme d’¢quations linéaires équivalent 8 AX = 0
donné par (en utilisant la forme échelonnée de A):

X+7y+2z+5t=0 X =-7y—2z—>5t x:—7(——z—t)—22—5t:§z+7t
=
—3y—z—3t=0 y=—§z—t =_§z_t

Ainsi, tout vecteur (x, y, z,t) de ker(l,) est de la forme :
1 1 1 1
_(1 i, —z(=,—=1 -1,0,1).
%, 7,2,0) <3z+7t, 2 t,z,t) z<3, 3 ,0)+t(7, ,0,1)
Alors, une base de ker(l,) est donnée par les vecteurs suivants :

1 1
=, —=,1 7,-1,0,1).
(3’ 37 ’0> et ( b ’0’ )

Encore une fois, la procédure est similaire a celle des questions précédentes. En échelonnant la matrice A, on trouve
que :

0 -1 2 =2 2 -2 0 =2 ) 1 -1 0 -1
-7 =7 2 -8 |LeL | -7 =7 2 -8 |3k | -7 =7 2 =38
—_— _—
0 4 -6 6 0 4 -6 6 0 4 -6 6
2 -2 0 =2 0 -1 2 =2 0 -1 2 =2
1 -1 0 -1 1 -1 0 =1\ . (1 -1 0 -1
Ly«L,+7L; 0 -14 2 —15 LyoL, 0 -1 2 -2 Ly«<L,—14L, 0 -1 2 -2
_— _ _—
0 4 -6 6 0 4 -6 6 0 0 2 =2
0 -1 2 =2 0 —-14 2 -15 0 0 -26 13



(13.4)

1 -1 0 -1
L4+13Ls 0O -1 2 =2
e

0O 0 2 =2

0O 0 0 -13

Ainsi, le rang de A est égal a 4 (car il y a 4 lignes non nulles dans la forme échelonnée de A ou il y a quatre pivots), et
par le théoréme du rang dim ker(l,) = 4—4 = 0. Une base de Im(l,) est donnée par tous les vecteurs correspondant
aux colonnes de A (car il y a un pivot dans chaque colonne) :

0 1 2 2
—7 —7 2 8
ol a4l |=6| ¢ |6]
2 2 0 2

En fait, cela implique aussi que dim Im(l,) = 4, ce qui est égal a la dimension du codomaine de 4. Ainsi, Im(l4) =
R*. La base canonique de R* est donc aussi une base de Im(l,). Enfin, comme dim ker(l,) = 0, alors ker(l,) = {0},
et la base de ker(l,) est donnée par le vecteur nul 0.

La procédure est similaire a celle des questions précédentes. En échelonnant la matrice A, on trouve que :

1 4 -1 2 4\L<L-2L (1 4 -1 2 4 1 4 -1 2 4
Ly<L3+2L, LyoLs
2 o0 3 -1 7|——|O0 -8 -1 -5 -1|——] 0 11 O 5 12
-2 3 2 1 4 0O 11 O 5 12 0O -8 -1 -5 -1
L3<_L3+18—1L2 14 -1 2 4
- ] 0 11 O 5 12
o0 -1 -2 2%
1 11

Ainsi, le rang de A est égal a 3 (car il y a 3 lignes non nulles dans la forme échelonnée de A ou il y a trois pivots), et
par le théoréme du rang dim ker(l4) = 5 — 3 = 2. Une base de Im(l4) est donnée par les vecteurs suivants :

1 4 -1
21, 0 et =31.
-2 3 2

Enfin, pour trouver une base de ker(l,), on peut résoudre le systéme d’équations linéaires équivalent & AX = 0
donné par (en utilisant la forme échelonnée de A) :

x+4y—z+2t+4u=0 x=—-4y+z -2t —4u x=—§t+gu
5 12

11y +5t+12u =0 = y=——1t——1u Siy=——t——u

—Z—Et+§u=0 z———5t+—5u = ﬂt &

11 11 T 11 Z=-1 +Hu

Ainsi, tout vecteur (x, y, z, t, u) de ker(l,) est de la forme :

—£t+§u —it—Eu —Et+8—5utu>—t( 17 _3 1 10)+u<§ —28—50 )
11 117 11 117 11 1) ’ 117 1171177 7)°

TR

(xsy’zat’u) = ( 11 _ﬁa_ﬁa

Alors, une base de ker(l,) est donnée par les vecteurs suivants :

(-17,-5,-15,1,0) et (89,—12,85,0,1).

(13.5) En échelonnant la matrice A, on trouve que :

1 -1 0 1 \%hHmh 1 -1 o0 1 1 -1 0 1

m 1 -1 -1 | L<L-L [0 m+1 -1 -m—-1|L<L+l |0 m+1 -1 -m-1
_— _—

1 -m 1 0 0 -m+1 1 -1 0 2 0 -m-2

1 -1 m 1 o 0 m 0 0o 0 m 0
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1 -1 0 1 1 -1 O 1 1 -1 O 1
_L3(_)L2, 0 2 0 —-m-2 L3(_L3_mT+1L2 0 2 0 -m—2 Ly—Ly+mLs 0 2 0 —m—2

0 m+1 -1 —m—-1 17710 o -7 & /™0 0 -1 (m+;)(m)

o 0 m 0 0 0 m 0 0o 0 o ™Moy

2
On va discuter le rang de A et les bases correspondantes de Im(l,) et ker(l,) selon les valeurs du paramétre m :

« Sim =0, alors la forme échelonnée de la matrice A devient :

1 -1 0 1
0O 2 0 =2
0 0 -1 O
0 0 0 O

Ainsi, le rang de A est égal a 3 (car il y a 3 lignes non nulles dans la forme échelonnée de A ou il y a trois pivots),
et par le théoreme du rang dim ker(l,) = 4 — 3 = 1. Une base de Im(l,) est donnée par les vecteurs suivants :

1 -1 0
0 1 -1
1l 0 et e
1 -1 0

Enfin, pour trouver une base de ker(l,), on peut résoudre le systéme d’équations linéaires équivalent 8 AX = 0
donné par (en utilisant la forme échelonnée de A) :

XxX—y+t=0 XxX=y—t x=t—t=0
2y —2t=0 Sy =t Sy =
—z=0 z=0 z=0

Ainsi, tout vecteur (x, y, z, t) de ker(l,) est de la forme :
(x,y,z,t) =(0,t,0,t) =£(0,1,0,1).
Alors, une base de ker(l,) est donnée par le vecteur suivant :
(0,1,0,1).

o Sim = —1, alors la forme échelonnée de la matrice A devient :

-1 0 1
0 -1
-1 0
0O O

S O O+
S oON

Encore, le rang de A est égal a 3 (car il y a 3 lignes non nulles dans la forme échelonnée de A ou il y a trois
pivots), et par le théoréme du rang dim ker(l,) = 4 — 3 = 1. Une base de Im(l,4) est donnée par les vecteurs

suivants :
1 -1 0
-1 1 -1
v 1] ¢ ]
1 -1 -1

Enfin, pour trouver une base de ker(l), on peut résoudre le systeme d’équations linéaires équivalent a AX = 0
donné par (en utilisant la forme échelonnée de A) :

I
I
o~
I
|
I

X—=y+t=0 XxX=y—t
2y—t=0 = =-

N < =
Il
Ol |~

—z=0 z=0



Ainsi, tout vecteur (x, y, z, t) de ker(l,) est de la forme :

t
t) = 0,t -(-1,1,0,2).
(9,50 = (5, 5,0.t) = 2(-1.1,0,2)
Alors, une base de ker(l,) est donnée par le vecteur suivant :
(-1,1,0,2).

Sim # 0 et m # —1, alors la forme échelonnée de la matrice A devient :

1 -1 0 1

0 2 0 -m-2
0 0 -1 (m+;)(m)
0 0o 0 m?(m+1)

2

Ainsi, le rang de A est égal a 4 (car il y a 4 lignes non nulles dans la forme échelonnée de A ou il y a quatre
pivots), et par le théoréme du rang dim ker(l,) = 4—4 = 0. Une base de Im(l,) est donnée par tous les vecteurs
correspondant aux colonnes de A (car il y a un pivot dans chaque colonne) :

1 1 0 1
m 1 1 -1
1 |=ml 1] ¢ ol
1 1 m 1

En fait, cela implique aussi que dim Im(l4) = 4, ce qui est égal a la dimension du codomaine de 4. Ainsi,
Im(l,) = IR4 La base canonique de R* est donc aussi une base de Im(l 4). Enfin, comme dim ker(l,) = 0, alors
ker(l,) = {0} et la base de ker(l,) est donnée par le vecteur nul 0.
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