EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET OPTIMISATION

SANTIAGO TORO OQUENDO

REsUME. Ces notes accompagnent le cours déquations différentielles et doptimisation. On y étudie
les équations différentielles ordinaires (existence, unicité, solutions maximales, systémes linéaires,
stabilité), puis les bases de Toptimisation continue (convexité, conditions doptimalité, algorithmes
de descente). Version préliminaire, en cours de rédaction.
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AVANT-PROPOS

Ces notes accompagnent le cours Equations différentielles et optimisation (Semestre 1). Elles
rassemblent les définitions, les énoncés et les démonstrations vus en cours, ainsi que des exemples
et des exercices. Il s'agit d'une version préliminaire, susceptible détre modifiée et complétée au fil du

semestre.

Date : Notes de cours - Université d’Artois - Semestre 1, 2026-2027.
1

Brouillon — a com-
pléter.
Brouillon — a com-
pléter.



2 S. TORO OQUENDO

1. INTRODUCTION AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES
1.1. Motivation

Une équation différentielle est une équation qui relie une variable réelle ¢ (appelée le temps), une
fonction inconnue x(t) (appelée létat du systéme) a valeurs dans R™ et ses dérivées x'(t), x"(¢), ....
On peut la voir comme une loi dévolution du systeme, qui décrit comment Iétat du systeme change
au cours du temps. Souvent, ces équations sont écrites sous la forme :

(L1) xM() = £t x(1), X' (1), ..., D)),

ot x"(t) est la dérivée dordre n de x par rapport a t, et f et une fonction donnée qui dépend du
temps, de [état du systeme et de ses dérivées jusqualordre n—1. La fonction f : RXR™ X - XR™ —
R™ est donnée.

Remarque 1.2. Lordre d'une équation différentielle est le plus grand ordre de dérivée qui apparait
dans Iéquation. Par exemple, si léquation différentielle est de la forme x”"(¢) + 3x'(t) + 2x(t) = 0,
alors lordre de Iéquation est 2 car la dérivée dordre 2 (cest-a-dire x”(t)) est la plus grande dérivée
qui apparait dans [équation.

Souvent, ces équations sont munies de conditions initiales ou conditions de bord. Par exemple, les
valeurs des dérivées de x jusqua lordre n — 1 & un instant initial ¢, sont données :

(13) x(to) = xO, x,(to) = xl, ey x(n_l)(to) = xn_l,

ol Xg, Xy, ... , X,_1 sont des vecteurs donnés dans R™. Lobjectif est de trouver lensemble des fonc-
tions x(t) qui satisfait a la fois [équation différentielle (1.1) et les conditions initiales (1.3). On peut
également considérer d’autres types de questions :

(1) Détermination de I'ensemble des solutions : On peut chercher, pour x,, x4, ... , x,_; donnés,
lensemble des fonctions x(¢) qui satisfont a la fois [équation différentielle (1.1) et les conditions
initiales (1.3).

(2) Comportement qualitatif : Si lon peut déterminer lensemble des solutions, on peut ensuite
sintéresser a leur comportement qualitatif. Par exemple, on peut chercher a savoir si les solutions
sont bornées, si elles convergent vers un point déquilibre, si elles présentent des oscillations ou
si elles sont définies sur tout R ou seulement sur un intervalle.

(3) Approximation des solutions : Si lon ne peut pas calculer explicitement les solutions, on peut
chercher a les approcher par des méthodes numériques. Cela peut étre fait en utilisant des
méthodes d'intégration numérique, telles que la méthode d’Euler ou la méthode de Runge-Kutta,
pour obtenir des approximations des solutions a différents instants de temps.

Dans ce cours, nous allons nous concentrer sur les équations différentielles ordinaires (EDO),
cest-a-dire les équations différentielles qui ne dépendent que d’une seule variable indépendante
(le temps t). Nous allons étudier les concepts fondamentaux liés aux EDO, tels que lexistence et
Punicité des solutions, la stabilité des solutions, ainsi que les méthodes d’approximation numérique.

1.2. Exemples déquations différentielles

Létude des équations différentielles est motivée par de nombreux exemples provenant de la
physique, de la biologie, de Iéconomie et d'autres domaines. Voici quelques exemples classiques
déquations différentielles :

1.2.1. Un objet en chute libre. Supposons qu'un objet soit en chute libre dans l'atmosphere terrestre.
On notera ¢ le temps écoulé depuis le début de la chute (en secondes) et v(¢) la vitesse de lobjet a
Iinstant ¢ (en métres par seconde). La loi physique qui régit le mouvement de lobjet est donnée
par la deuxieme loi de Newton, qui stipule que la force exercée sur un objet est égale a sa masse
multipliée par son accélération. On exprime cette loi par [équation

(1.4) F = ma(t),

ou F est la force exercée sur lobjet (en newtons), m est la masse de lobjet (en kilogrammes) et a(t)
est l'accélération de lobjet (en metres par seconde carrée) a I'instant ¢. Rappelons que l'accélération
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est reliée a la vitesse par la relation a(t) = v'(¢), ou v'(t) est la dérivée de la vitesse par rapport au
temps. Ainsi, [équation (1.4) peut étre réécrite sous la forme

(1.5) Fems

Lorsque lobjet est en chute libre, il existe deux forces qui agissent sur lui : la force de la gravité, qui
est dirigée vers le bas et a une valeur de mg, ot g est laccélération due a la gravité (environ 9,81 m/s?),
et la force de résistance de lair, qui est généralement modélisée comme étant proportionnelle a la
vitesse de lobjet et dirigée vers le haut. Ainsi, la force totale exercée sur lobjet est donnée par

(1.6) F = mg — ku(t).

Notons quon consideére ici un référentiel dont la direction positive est vers le bas. En combinant les
équations (1.5) et (1.6), on obtient Iéquation différentielle suivante pour la vitesse de lobjet en chute
libre :

dv
1.7) m— = mg — ku(t).

dt
Cette équation différentielle est un modele mathématique qui décrit le mouvement d’'un objet
en chute libre dans l'atmosphére terrestre pres du niveau de la mer. Dans ce modeéle, on a trois
constantes m, g et k. Pour résoudre cette équation, on doit trouver la fonction v(t) qui satisfait a
Iéquation différentielle (1.7). Pour I'instant, on va fixer des valeurs spécifiques pour les paramétres
m, g et k et on va étudier le comportement des solutions sans chercher a les calculer explicitement.
Posons par exemple m = 10kg, k = 2kg/s et g = 9,8 m/s*. [¥quation différentielle devient alors

dv v
(1.8) — =98—-—.
dt 5

Ensuite, on peut évaluer le membre de droite de Iéquation (1.8) pour différentes valeurs de v afin
de comprendre le comportement de la vitesse au cours du temps. Par exemple, si v = 40, alors
dv/dt = 1.8. Cela signifie que la pente d'une solution v(¢) a I'instant ol v = 40 est positive et vaut
1.8. On peut représenter graphiquement cette information en tragant un champ de directions, qui
est un ensemble de petites fléches indiquant la direction et la pente des solutions en différents points
du plan (¢, v).

Champ de directions pour v' = 9,8 - v/5

80 A
60 A
3
£
> 401
20 A — v(0)=0
v(0)=20
— v(0)=49
—_— y(0)=70
= v(0)=90
0 A —== équilibre v=49

15 20 25 30
t (temps)

o 4
6]
-
o

e d
F1GUre 1. Champ de directions pour d—: =9,8 — g
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Limportance de cette figure réside dans le fait que chaque segment de droite est une droite
tangente a une solution de [équation différentielle. Ainsi, on peut tirer des conclusions qualitatives
sur le comportement des solutions. Par exemple, si v est inférieur a 49, alors dv/dt est positif, ce
qui signifie que la vitesse augmente. Si v est supérieur a 49, alors dv/dt est négatif, ce qui signifie
que la vitesse diminue. Ainsi, on peut conclure que la vitesse de lobjet en chute libre tend vers une
valeur limite de 49 m/s au fil du temps, indépendamment de la vitesse initiale. Notons que v(t) = 49
est une solution particuliere de [équation différentielle (1.8), appelée solution stationnaire ou point
déquilibre. En effet, si v(t) = 49, alors dv/dt = 0, ce qui signifie que la vitesse ne change pas au fil
du temps.

1.2.2. Modéles de Malthus et de Verhulst. On considére une population d’individus dont la taille a
Iinstant ¢ est notée N(¢) : une fonction a valeurs réelles N : R, — R,. Dans le modéle de Malthus,
on suppose que la population croit a un taux proportionnel a sa taille actuelle. Autrement dit, on
suppose que le taux instantané de naissance (resp. de déces) dans la population est constant et égal
a b (resp. d). Ainsi, la variation de la population entre deux instants ¢ et t + At est donnée par

1.9) N(t + At) — N(t) = (b — d)N(t)At.

La relation (1.9) nest quapprochée : elle suppose que leffectif N et les taux b et d restent constants
sur tout I'intervalle [¢, t + At], ce qui nest acceptable que lorsque At est petit. On écrit donc plutot
N(t + At) — N(t) = (b — d)N(t) At + o(At), puis on divise par At :

N(t+40) = N@) b — N + o(an)
At At

En supposant N dérivable et en faisant tendre At vers 0, le membre de gauche tend vers N'(¢) et le
dernier terme vers 0. On arrive donc a Iéquation différentielle suivante pour la population N(t) :

1 dN 3
(1.10) I = rN(t),

our = b — d est le taux de croissance net de la population. Cette équation différentielle est un
modele simple de croissance exponentielle de la population, qui prédit que la population croit sans
limite au fil du temps sir > 0, ou décroit vers zéro si r < 0. On verra plus tard comment résoudre
cette équation différentielle et analyser le comportement des solutions. Pour I'instant, on remarque
que ce modéle et peu réaliste : il est peu probable qu'une population puisse croitre indéfiniment de
fagon exponentielle. En effet, il faut tenir compte des ressources limitées et de la compétition entre
individus. Pour remédier a cette limitation, on peut introduire le modéle de Verhulst, qui prend
en compte la capacité de charge de lenvironnement. Dans ce modele, on suppose que le taux de
croissance net r diminue lorsque la population approche d’'une certaine valeur limite K, appelée
la capacité de charge (ou capacité daccueil) du milieu. Le modeéle de Verhulst est donc donné par
€quation différentielle suivante :

dN B N(¢)
(1.11) E = rN(t) (l - ?> .

Notons que si N(¢) > K alors dN/dt < 0, ce qui signifie que la population diminue lorsquelle dépasse
la capacité de charge. Dans la figure suivante, on peut voir le champ de directions pour Iéquation
différentielle (1.11) avec r = 1 et K = 1. On peut observer que les solutions tendent vers la valeur
limite K = 1 au fil du temps, indépendamment de la population initiale N .

Exercice 1.12. Montrer que I'unique solution de Iéquation différentielle (1.11) avec la condition
initiale N(0) = N, est donnée par

(113) N(t) =

1.3. Difficultés et enjeux

Il est souvent difficile, voire impossible, de trouver des solutions explicites pour un grand nombre
déquations diftérentielles. Les classes pour lesquelles on dispose d'une méthode systématique de
résolution explicite sont peu nombreuses : les équations a variables séparables, les équations exactes
(éventuellement aprés multiplication par un facteur intégrant), les équations linéaires du premier
ordre, les équations linéaires a coefficients constants quel que soit leur ordre, ainsi que certaines
équations non linéaires particulieres (équation logistique, équation de Bernoulli, équation de Riccati,
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Champ de directions pour N'=rN(1 - N/K), r=K=1
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F1GURE 2. Champ de directions pour C;—Ij =rN( —N/K),avecr =K = 1.

etc.). Pour la plupart des équations différentielles, il est nécessaire d'utiliser des méthodes numériques
pour obtenir des approximations des solutions. Cependant, méme lorsque lon ne peut pas trouver
de solutions explicites, il est souvent possible d’analyser le comportement qualitatif des solutions
en utilisant des outils tels que les champs de directions, les points déquilibre et la stabilité. Ces
outils permettent de comprendre comment les solutions évoluent au fil du temps et comment elles
réagissent aux perturbations.

1.4. Exemples et terminologie

Voici quelques exemples déquations différentielles :

Y'(x) =y (x)e’®
Y'() = sin(y(x)) +y'(x)

y'(x) = f(x)
2

oy _dy ,

dx? dx

Dans chaque cas, il faut bien comprendre les variables et les fonctions impliquées. Dans le premier
exemple, y est une fonction de la variable x, et [équation relie la dérivée seconde de y a la dérivée
premiére de y et a la fonction exponentielle de y. Dans le deuxiéme exemple, [équation relie la
dérivée seconde de y a la fonction sinus de y et a la dérivée premiére de y. Dans le troisieme exemple,
léquation relie la dérivée premiere de y a une fonction donnée f(x). Enfin, dans le quatriéme exemple,
léquation relie la dérivée seconde de y a la dérivée premiére de y et a la fonction exponentielle de y.
Notons que la derniére équation est équivalente a la premiére, mais elle est écrite en notation de
Leibniz.

Exemple 1.14 (Solutions maximales). Chacune des solutions de [équation différentielle y'(x) = 2x
est une courbe. On peut facilement remarquer que la fonction y; : R — R définie par y;(x) = x*
est une solution de y’(x) = 2x. Cependant, la fonion y, : [15,20] — R définie par y,(x) = x* est
également une solution de y’(x) = 2x. La différence entre ces deux solutions est que la premiére est
définie sur tout R, tandis que la deuxiéme est définie seulement sur l'intervalle [15, 20]. On dit que
la premiére solution est une solution maximale, car elle ne peut pas étre prolongée a un intervalle
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plus grand. En revanche, la deuxiéme solution nest pas maximale, car elle peut étre prolongée a tout
R en utilisant la premiére solution. On s'intéressera toujours aux solutions maximales, cest-a-dire
les solutions qui ne peuvent pas étre prolongées a un intervalle plus grand. Il est important de
noter que les solutions maximales ne sont pas nécessairement définies sur tout R. Par exemple, les
solutions maximales de [équation différentielle y'(x) = In(x) sont définies sur I'intervalle (0, + o),
car la fonction logarithme nest pas définie pour les valeurs négatives ou nulles de x.

Exemple 1.15 (Nombre de solutions). Une équation différentielle peut avoir plusieurs solutions maxi-
males. Par exemple, Iéquation différentielle y’(x) = x admet une infinité de solutions maximales,
qui sont toutes des fonctions de la forme :
2
Yo =—+G

ou C est une constante réelle. Chaque valeur de C correspond a une solution maximale différente,
et ces solutions sont toutes définies sur tout R. Ainsi, [équation différentielle y'(x) = x admet une
infinité de solutions maximales, qui sont toutes des paraboles translatées verticalement les unes
des autres. Par ailleurs, Iéquation différentielle (y'(x))* + 1 = 0 n'admet aucune solution réelle,
car (¥'(x))* > 0 pour toute fonction dérivable y a valeurs réelles, et donc (y'(x))* +1 > 1 > 0
en tout point. Il nest pas toujours aussi évident de déterminer toutes les solutions d’une équation
différentielle. Par exemple, Iéquation différentielle

y'(x) = ¥y(x)
admet plusieurs solutions maximales, toutes définies sur R : la fonction nulle y = 0, ainsi que, pour
tout C € R, les deux fonctions
0 six <C,

ye) =1 /2 302
+ <§(x — C)) six > C.

En particulier, une infinité de solutions passent par le point (x,, 0), quel que soit x, € R : la donnée
d’une condition initiale ne suffit donc pas toujours a déterminer une unique solution.

Exemple 1.16 (Problemes de Cauchy). Un probleme de Cauchy consiste a trouver une solution
d’une équation diftérentielle qui satisfait une condition initiale donnée. Par exemple, considérons le
probléme de Cauchy suivant :

%Y’(X) =X,

y(0) = 1.

On a déja vu que Iéquation différentielle y'(x) = x admet une infinité de solutions maximales de la
2

forme y(x) = x? + C. Pour trouver la solution qui satisfait la condition initiale y(0) = 1, on remplace
x par 0 dans lexpression générale des solutions :

02
y(0)=?+C=C.

Ainsi, pour que la condition initiale soit satisfaite, il faut que C = 1. Par conséquent, la solution du
probléme de Cauchy est donnée par :
=
x)=—+1L1
Y 2

Cette solution est unique, car il nexiste pas d’autre valeur de C qui permette de satisfaire la condition
initiale. En général, un probléeme de Cauchy peut avoir une solution unique, plusieurs solutions ou
aucune solution, selon [équation différentielle et la condition initiale donnée.

Exemple 1.17 (Domaines de solution). Considérons Iéquation différentielle suivante :

Y'(x) = e, y(x))
ol f : D — R est une application différentiable définie sur un domaine D C R?. Le domaine D est

appelé le domaine de définition de léquation différentielle. Par exemple, le domaine de définition de
léquation différentielle

y'(x) = In(x)
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et D = {(x,y) € R? : x > 0} =]0, +o0[XR, car l'application f(x,y) = In(x) et définie lorsque
x > 0. La solution (on verra plus tard comment la trouver) de cette équation différentielle avec la
condition initiale y(1) = 0 est donnée par

y(x) = xIn(x) — x + 1.

Le domaine de la solution est donc 0, +oo].

1.4.1. Classification des équations différentielles.

Equations différentielles ordinaires et les équations aux dérivées partielles. Une des classifi-
cations les plus simples consiste a déterminer si la fonction inconnue (la fonction x dans (1.1))
dépend d’une seule variable ou de plusieurs. Dans le premier cas, on parle déquations différentielles
ordinaires (EDO), tandis que dans le second cas, on parle déquations aux dérivées partielles (EDP).
Dans ce cours, nous allons nous concentrer sur les EDO. Toutes les équations différentielles que
nous avons considérées jusqu’a présent sont des EDO, car elles ne dépendent que d’'une seule va-
riable indépendante ¢ (a noter que lon a utilisé x comme variable independante dans les exemples
précédents et la la fonction inconnue qui dépend de x est notée y(x). On peut bien sur remplacer x
par t pour rester cohérent avec la notation de Iéquation (1.1)).

Les systemes d’équations différentielles. Une autre classification importante consiste & déterminer
si léquation différentielle est une équation scalaire ou un systeme déquations différentielles. Une
équation différentielle scalaire est une équation qui implique une seule fonction inconnue, tandis
qu’un systéme déquations différentielles implique plusieurs fonctions inconnues. Par exemple,
Iéquation différentielle
Y'(x) = x* + y(x)

est une équation différentielle scalaire, car elle implique une seule fonction inconnue y(x). En
revanche, le systéme déquations différentielles

x'(1) = y(o),
y'(t) = =x(1),
est un systeme déquations différentielles, car il implique deux fonctions inconnues x(¢) et y(t). Dans

ce cours, nous allons travailler avec les deux types déquations diftérentielles, mais la premiére partie
du cours sera consacrée aux équations différentielles scalaires.

Lordre. Comme on I'a mentionné précédemment, lordre d’'une équation différentielle est le plus
grand ordre de dérivée qui apparait dans [équation. Par exemple, [équation différentielle

Y'(xX)+3y'(x) +2y(x) =0
est une équation différentielle dordre 2, car la dérivée dordre 2 (cest-a-dire y”(x)) est la plus grande
dérivée qui apparait dans Iéquation. En revanche, [équation différentielle

' (x) = sin(x)

est une équation différentielle dordre 1, car la dérivée dordre 1 (cest-a-dire y'(x)) est la plus grande
dérivée qui apparait dans léquation. Plus généralement, [équation différentielle

(118) YP) = £, y(x),y' (), e, YD)

est une équation différentielle dordre n. Notons que, pour I'instant, on a écrit de fagon générale
les équations différentielles sous la forme (1.18), ce qui suppose que lon peut isoler la dérivée dordre
n de la fonction inconnue. Cependant, Iéquation différentielle

(1.19) F(x, y(x), y'(%), ..., ™M (x)) = 0

ot F est une fonction donnée, peut ne pas étre résoluble en y(x). Dans ce cas, on dit que léquation
différentielle est implicite. On verra plus tard comment traiter les équations différentielles implicites.

Les équations linéaires et non linéaires. Léquation différentielle (1.19) est dite linéaire si la fonc-
tion F est linéaire par rapport a la fonction inconnue et a ses dérivées, cest-a-dire par rapport
a3,y ...,y™) (la dépendance en la variable x, elle, est quelconque). Autrement dit, léquation
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différentielle est linéaire si elle peut étre écrite sous la forme

(1.20) @, ()Y (X) + @, ()Y + o+ ()Y (X) + ap()y(x) = g(x).

La linéarité de [équation différentielle signifie que les coefficients a,(x), a,_;(x), ..., ap(x) et la
fonction g(x) ne dépendent pas de la fonction inconnue y(x) ni de ses dérivées, mais seulement de
la variable indépendante x. En revanche, si [équation différentielle ne peut pas étre écrite sous la
forme (1.20), alors elle est dite non linéaire. Par exemple, Iéquation différentielle

Y'(x) + y(x)y'(x) =0
est une équation différentielle non linéaire, car le terme y(x)y’(x) est un produit de la fonction
inconnue et de sa dérivée. En revanche, léquation différentielle
Y'(x) +3y'(x) + 2y(x) = sin(x)
est une équation différentielle linéaire, car elle peut étre écrite sous la forme (1.20) avec a,(x) = 1,

a;(x) = 3, ay(x) = 2 et g(x) = sin(x).

Exercice 1.21. Classer les équations différentielles suivantes selon les critéres dordre, de linéarité et
de type (EDO ou EDP). Lorsqu’il n'y a pas de variable indépendante, on considere qu’il s'agit d’une
EDO dont la variable indépendante est implicite, a savoir ¢ ou x.

2 4 !/
M 222+ 42y =0 () P +yD by 4y 4y =1
(4) y" + sin(x + y) = sin(x)
azu 262 — " ”n 2 3
(2)¥—C§—0 (5) y" +ty" + cos*(t)y =t

1.5. Théorie générale des équations différentielles

Jusqu'a présent, nous avons considéré des équations différentielles en dimension finie, cest-a-dire
que la fonction f de (1.1) est définie sur le produit cartésien d’'un intervalle I et de n copies de R"™
(ou méme douverts de R™), et a valeurs dans R™. Cependant, on peut considérer des équations
différentielles plus générales.

Définition 1.22. Soient E un espace de Banach!, I un intervalle de R et U, Uy, ..., U,,_; des ouverts
de E. On appelle équation différentielle dordre n dans E une équation de la forme

(1.23) YO = f(6. 30, @), ...y D),

ouf : IxUXxU; X xU,_; - E estune fonction donnée. On appelle solution de [équation
différentielle (1.23) un couple (J, y), o J C I est un sous-intervallede I ety : J — E une application
de classe " telle que (y(t), y'(£), ..., y" V() € Ux Uy X - X U,,_; et que (1.23) soit satisfaite, pour
toutt € J.

Remarque 1.24. Certains cas particuliers de [équation (1.23) portent un nom.
(1) Lorsque E = R, Iéquation différentielle est dite scalaire.
(2) Lorsque f est linéaire par rapport a (u,u, ..., u""V), Téquation différentielle est dite linéaire
homogéne (et a coefficients constants si de plus f ne dépend pas de ¢t). Si f est de la forme
ftuu, ., u™ D) =gt u,u, ..., u™ D) + b(t),
avec g linéaire par rapport a (u, v/, ..., u""V), léquation différentielle est dite linéaire avec terme
source.

(3) Lorsque f ne dépend pas de ¢, Iéquation différentielle est dite autonome.

Dans la suite, nous commencerons par nous concentrer sur différentes méthodes de résolution
de certaines équations différentielles du premier ordre : les équations a variables séparables, les
équations exactes et les facteurs intégrants, puis les équations linéaires et Iéquation de Bernoulli. Il
ne sagit pas encore d'une théorie générale, mais d’'un catalogue de situations dans lesquelles on sait
mener le calcul jusqu'au bout; les questions dexistence et d'unicité des solutions dans le cadre décrit
ci-dessus seront abordées plus loin.

1. On rappelle qu'un espace de Banach est un espace vectoriel normé qui est complet pour la distance induite par la
norme.
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2. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE

Dans cette section, on étudie les équations différentielles du premier ordre, cest-a-dire les équa-
tions de la forme

dy
(2.1) — = f(x,y),
dx
ol f est une fonction continue sur un domaine ouvert D C R?.

2.1. Les équations a variables séparables

11 existe une méthode de résolution des équations différentielles du premier ordre lorsque léqua-
tion (2.1) peut sécrire sous la forme :

dy
(2.2) o = 80h(),
X
ou g est une fonction qui dépend uniquement de x et & est une fonction qui dépend uniquement de
.
Remarque 2.3. Dans lexpression précédente, si h(y,) = 0 pour un certain y,, alors y(x) = y, est

une solution de [équation différentielle (2.2).

On va alors supposer que h(y) # 0 pour tout y dans I'intervalle considéré. On peut alors réécrire
Iéquation (2.2) sous la forme :

1 dy

) dx = g(x),

et ainsi séparer les variables x et y. On peut alors intégrer les deux membres de Iéquation précédente :

(2.4) j%y)dy = Jg(x)dx.

. N 1 . . ;
Soient H et G des primitives de - et de g respectivement. Comme h est continue et ne sannule

> s 177 . . A 1
pas sur l'intervalle considéré, elle y garde un signe constant, et il en va de méme de H' = o la

fonction H y est donc strictement monotone, donc injective, et admet une réciproque H™' définie
sur son image. On obtient alors que Iéquation (2.4) est équivalente a :

H(y(x)) = G(x) + C,
ou C et une constante réelle. Les solutions de léquation différentielle (2.2) sont donc données par :
y(x) = H'(G(x) + C),

sur tout intervalle ol G(x)+ C reste dans 'image de H. La constante C est déterminée par la condition
initiale lorsquon en impose une.

Exemple 2.5. Considérons Iéquation différentielle suivante :
2

d b
(2.6) & .
dx 1-—y?
On peut réécrire Iéquation (2.6) sous la forme :
dy 5 1
2. ,
dx 1-y?

et ainsi séparer les variables x et y :
(1 - y»dy = x*dx.
On peut alors intégrer (trouver la primitive) les deux membres de [équation précédente :
J(l —y3)dy = szdx

3 3

y X
-=—=—4+C
Y7373
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Cette derniére équation est une équation implicite pour y en fonction de x. On peut la réécrire sous
la forme (K = —3C est une constante) :

¥ -3y+x* =K

Cette équation décrit une famille de courbes-solutions de I[équation différentielle (2.6). On peut
trouver Iéquation explicite de la courbe-solution passant par un point (x4, y,) en remplagant x et y
par x, et y, dans [équation précédente pour trouver la valeur de la constante K. La figure suivante
illustre le champ de directions de [équation différentielle (2.6) ainsi que les courbes-solutions pour
différentes valeurs de la constante K.

2
Champ de pentes de y' =

1-y?
et courbes intégrales y3 — 3y + x3 =K

—_— K=-10
—_— K=—-6
— K =2
— K=0
— K =2
— K=6
K=10
--- y==1 (tangentes verticales)

-3 -2 -1 0 1 2 3

FIGURE 3. Champ de directions de Iéquation différentielle (2.6) et courbes-
solutions pour différentes valeurs de la constante K.

Notons que Iéquation (2.6) est définie sur le domaine D = {(x,y) € R? : y # %1}, car la fonction

foy) =
¥(xo) = 1, le probléeme de Cauchy associé a Iéquation différentielle (2.6) :

2

nest pas définie pour y = +1. Par exemple, lorsqu’il existe un point x, tel que

dy x
dx  1-y?
admet deux solutions distinctes. En effet, la méme méthode de séparation des variables permet de

trouver la relation implicite y* — 3y + x*> = K et la condition initiale y(x,) = 1 permet de déterminer
la valeur de la constante K :

y(xp) =1

P-3.1+x3=K
K=x3-2
Ainsi, les solutions sont portées par la courbe déquation implicite :
y3—3y+x3 :x8—2.

Posons ¢(y) = y* — 3y, de sorte que cette relation sécrive o(y) = u(x), ot u(x) = (x3 —2) —x3.
Comme ¢'(y) = 3(y* — 1), la fonction ¢ est croissante sur (—oo, —1], décroissante sur [—1, 1], puis
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croissante sur [1, +00), avec ¢(—1) = 2 et (1) = —2. Pour x < x, on a u(x) > —2, et la relation
¢(y) = u(x) admet alors plusieurs racines : la courbe se décompose en branches, dont deux passent
par le point (x,, 1).

Signe de ¢'(y) = 3(y? — 1), avec ¢(y) =y3 - 3y

— ¢(y)=3(y*-1)
® y==*1 (tangentes verticales)

@ crolgsante ¢ croigsante

?'(y)
N

¢ décroissante

S

-2.0 -1.5

FIGURE 4. Signe de ¢'(y) = 3()* — 1), ot ¢(y) = y* — 3y : la fonction ¢ est
croissante sur | — oo, —1] et [1, +oo[, décroissante sur [—1, 1].

(1) Labranche y > 1: comme ¢ réalise une bijection de [1, +o0) sur [—2, +0), elle est définie pour
tout x < x.

(2) Labranche —1 < y < 1: elle nest définie que pour ¥xj — 4 < x < x,, car elle atteint la valeur
y = —1 lorsque u(x) = p(—1) = 2, cest-a-dire lorsque x* = x3 — 4.

Le probleme de Cauchy admet donc deux solutions : I'unicité est en défaut, et la seconde solution
nest définie que sur un intervalle borné. La courbe possede encore une troisiéme branche, située
sous la droite y = —1 et passant par le point (x,, —2) — lautre racine de ¢(y) = —2 —, mais elle
ne passe pas par (x,, 1) et ne fournit donc pas de solution du probléme de Cauchy. On verra plus
tard que le Théoréme de lexistence et de I'unicité des solutions des équations différentielles ne peut

1
voisinage du point (x,, 1). Cependant, lorsque x, # 0, on peut étudier la limite de la dérivée : le

long de chacune des deux solutions, y(x) — 1lorsque x — xg, et donc

dy x2

dx

la dérivée tendant vers —co le long de la branche y > 1 (out 1 — y* < 0) et vers +co le long de la
branche —1 < y < 1. Cela veut dire que les deux solutions admettent une tangente verticale au
point (xy, 1) : elles ne sont pas dérivables en x,, et sont donc définies seulement pour x < x,, avec

une limite égale a 1 en x,,. Dans la figure suivante, on observe ce comportement pour différentes
valeurs de x;.

2
pas étre appliqué a ce probléme de Cauchy, car la fonction f(x,y) = f—yz nest pas continue sur un

+0o0,

-yl xex
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2

Courbes intégrales de y' = 5

l1-y
Y -3y+x3=x3-2
(la courbe d'indice xg passe par (xo, 1))

Xo=—-2.5 (K=-17.625)
Xo=-2 (K=-10)
Xo=—-1 (K=-3)

X0=0 (K=-2)
xo=1 (K=-1)
x0=2 (K=6)

Xo=2.5 (K=13.625)

y = +1 (tangentes verticales)
(xo0, 1)

(X0, —2)

Question : Que se passe-t-il lorsque x, = 0?
Exercice 2.7. Résolvez Iéquation différentielle suivante :
dy 4x-—x3

dx 4+

2.2. Les équations exactes et les facteurs intégrants

2.2.1. Les équations exactes. Dans cette sous-section, on va étudier une classe déquations diffé-
rentielles du premier ordre dites exactes, pour lesquelles il existe une méthode de résolution bien
définie. On commence par un exemple ol on veut résoudre Iéquation différentielle suivante :

(2.8) 2x + y* +2xyy’ = 0.
On commence par noter qu’il existe une fonction a deux variables F(x, y) telle que

oF oF
— =2x+y* et — =2xy.
ox dy

En effet, on peut vérifier que la fonction F(x, y) = x* + xy? satisfait les conditions précédentes. Par
conséquent, on peut réécrire [équation différentielle (2.8) sous la forme :

oF odFdy

2.9 —t——=
29) ox * dy dx
Rappel 2.10 (Régle de la chaine). Supposons que x = g(¢t) et y = h(t) soient des fonctions
dérivables de ¢, et que z = f(x, y) soit une fonction différentiable de x et de y. Alors z =
f(x(t), y(t)) est une fonction dérivable de ¢ et

dz 0dz dx 0dz dy

211 =_z2=2,2=
@11) dt  ox dt 9y dt
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I ou les dérivées ordinaires sont évaluées en ¢ et les dérivées partielles sont évaluées en (x, y).

Comme toujours, on travaille sous 'hypothese que y est fonction de x. En appliquant la regle de
la chaine, on obtient que
dF  dFdx OdFdy
—_—= —— 3 ——
dx Odxdx Qdydx
En utilisant Iéquation (2.9) et le fait que &X _ 1, on obtient que Z—z = 0. Ainsi, on peut réécrire
Iéquation différentielle (2.8) sous la forme :

dF d
— = —(x +xy?) = 0.
dx

Par conséquent, la solution de Iéquation dlfferentlelle (2.8) est donnée par léquation implicite :
x? +xy* =K,
ou K est une constante. Largument principal pour résoudre léquation différentielle (2.8) consisté
. : aF , . OF T iy
a trouver une fonction F(x, y) telle que o 2x + y“ et o= 2xy. On peut généraliser cette idée
X

pour résoudre une classe plus large déquations différentielles du premier ordre. Posons léquation
suivante :

dy
(2.12) M(x,y) + N(x,y)a =0

olt M et N sont des fonctions continues sur un domaine ouvert D C R?. On dit que é¢quation
différentielle (2.12) est exacte si et seulement s’il existe une fonction F(x, y) telle que

oF oF
— =M(x,y) et — =N(x,y).
ox dy

Dans ce cas, on peut écrire

M N dy aF oF dy d .
+ —_— = — —_—— — —
(x,y) + N(x, y) il Sy dx - dx (x, )

et [équation différentielle (2.12) est équivalente a
F(x,y)=0
dx (6y) =0.

Les solutions de (2.12) sont donc données implicitement par F(x, y) = K, o K est une constante
réelle.

Dans lexemple précédent il a été relativement facile de trouver la fonction F(x, y), mais ce nest
pas toujours le cas. Il existe un critére simple pour déterminer si une équation différentielle du
premier ordre est exacte.

oM  oN
Théoréme 2.13. Soient M et N des fonctions continues avec des dérivées partielles continues Pl
y X

sur une région rectangulaire (ou plus généralement une région simplement connexe) D C R?. Alors
léquation différentielle du premier ordre

dy
M(x,y) + N(x,y)— =0
dx

est exacte si et seulement si
oM ON

o ax
en tout point de D. Cela signifie qu’il existe une fonction F(x,y) telle que

oF oF
— =M(x,y) et — =N(xy).
ox dy

aN

aM
si et seulement si — = —
ay ax’

Démonstration. La preuve de ce théoréme sera faite en TD. (]
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Exercice 2.14. Résolvez [équation différentielle suivante :

dy

(y cos x + 2xe”) + (sin x + x%e¥ — l)d—
x

=0.

2.2.2. Facteursintégrants. Dans certains cas, il est possible de transformer une équation différentielle
du premier ordre non exacte en une équation exacte en multipliant les deux membres de Iéquation
par une fonction u(x, y) appelée facteur intégrant. Considérons léquation différentielle du premier
ordre suivante :

d
(215) M(x, y) + N(x,y>d—y o0,
X

ot M et N sont des fonctions continues sur un domaine ouvert D C R2. Multiplions les deux
membres de Iéquation (2.15) par une fonction u(x, y), puis essayons de trouver une condition sur u
pour que [équation différentielle suivante soit exacte :

dy
(2.16) u(x, y)M(x,y) + u(x, y)N(x, y o 0.
x
Selon le Théoréme 2.13, [équation différentielle (2.16) est exacte si et seulement si
d(uM)  d(uN)

2.17 =
@17) dy ox

Cette condition peut étre réécrite sous la forme :

oM ou oN ou
(2.18) ug + M@ = ua + Na.
ou de fagon équivalente :

(2.19) M—-N—+
dy ox

ou ou oM ON
u=0.
dy ox
Silon peut trouver une fonction u(x, y) qui vérifie cette derniére équation, alors Iéquation différen-
tielle (2.16) sera exacte. Cette équation est, elle aussi, difficile a résoudre en général, mais il existe
des cas particuliers ou lon peut trouver un facteur intégrant simple, surtout lorsque celui-ci dépend
uniquement de x ou de y. Dans ce cas, [équation (2.19) se simplifie considérablement.

Exemple 2.20. Résolvez [équation différentielle suivante :

Gxy +yH) + (2 +xy)y’ =0.

Il est relativement facile de vérifier que Iéquation différentielle précédente nest pas exacte. Pour
calculer un facteur intégrant, on peut essayer de trouver une fonction u(x) qui ne dépend que de x.
Dans ce cas, [équation (2.19) se simplifie a :

du (aM 6N>
“N—+|——-—)u=0
dx dy  Ox

ou de fagon équivalente :
M oN
du oy ox

dx N

En remplacant M et N par les fonctions correspondantes, on obtient :

du (3x+2y—2x—y> 1
— = u=-u.
dx x

x? + xy

. d 1 , . .y
On cherche alors une fonction u(x) telle que d—u = —u. On peut séparer les variables et intégrer les
X X
deux membres de [équation précédente pour obtenir :

du dx
— =— = Infu/=In|x| +C = u =Kx,
u X

ou K est une constante. On peut choisir K = 1 pour simplifier les calculs. Ainsi, le facteur intégrant
est u(x) = x.
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Exercice 2.21. Finir la résolution de Iéquation différentielle précédente en utilisant le facteur
intégrant u(x) = x. Résolvez la méme équation différentielle en utilisant le facteur intégrant

BT

Est-ce quon obtient la méme solution que dans le premier cas?
2.3. Les équations linéaires et 'équation de Bernoulli

2.3.1. Les équations linéaires du premier ordre. Dans cette sous-section, on va étudier les équations
diftérentielles du premier ordre de la forme :

dy
(2.22) =T p(x)y = q(x),
X

ou p et g sont des fonctions (continues) définies sur un intervalle I C R et qui dépendent uniquement
de la variable indépendante x. équation différentielle (2.22) est dite linéaire car la fonction inconnue

(e, d . o .. .. . s e 13 .
y et sa dérivée d—y apparaissent de maniére linéaire. Parfois, il est plus pratique décrire Iéquation
X
diftérentielle (2.22) sous la forme :

dy
(2.23) PO+ Q()y = R(x),

ou P, Q et R sont des fonctions continues sur un intervalle I C R. Bien stir, on peut toujours
réécrire [équation (2.23) sous la forme (2.22) en divisant les deux membres de Iéquation par P(x)
(en supposant que P(x) # 0 pour tout x € I). Dans certains cas, il est possible de résoudre cette
EDO en intégrant Iéquation directement. Voici un exemple simple :

Exemple 2.24. On considere [équation diftérentielle suivante :
dy
(2.25) (4 4+ x*)— + 2xy = 4x.
dx
Le membre de gauche de [équation (2.25) correspond a la dérivée d’'un produit. En effet, on peut
vérifier que
d 5 , ay
—((4+x7)y) = (4 + x*)— + 2xy.
dx dx

Ainsi, on peut réécrire Iéquation différentielle (2.25) sous la forme :

d 2
—((4+ X)) = 4x
dx
Par conséquent, on peut intégrer les deux membres de léquation précédente pour obtenir :
4+ x¥)y =2x*+C,
ou C est une constante. Ainsi, la solution de Iéquation différentielle (2.25) est donnée par :
2x*+C
44x2°
Cette solution et définie pour tout x € R, car le dénominateur 4 + x? est toujours positif; cest la
solution générale de Iéquation différentielle (2.25).

y(x) =

Bien sir, il nest pas toujours possible de réécrire le membre de gauche d’une équation différentielle
linéaire du premier ordre sous la forme d’une dérivée d’'un produit. Dans ce cas, on peut chercher
a multiplier les deux membres de Iéquation par une fonction u(x) appelée aussi facteur intégrant
pour obtenir une équation équivalente dont le membre de gauche est la dérivée d’'un produit.

Exemple 2.26. Considérons Iéquation différentielle suivante :

dy 1 1
2.27 — 4+ —-y= _eX/3‘
2.27) dx 2Y 72
On va multiplier les deux membres de [équation (2.27) par une fonction différentiable u(x) et on
cherche a trouver une condition sur u pour que le membre de gauche de Iéquation suivante soit la

dérivée d’un produit :

dy 1 1 /3
(2.28) u(x)a + Eu(x)y = Eu(x)ex .



16 S. TORO OQUENDO

Pour toute fonction différentiable u(x), on a que

(2.29) d dy du
: — = u(x)— + —y.
2y Uy) =u)="+ oy
Ainsi, le membre de droite de [équation précédente et le membre de gauche de léquation (2.28) sont

égaux si et seulement si

du
dx zu(x).

Par conséquent, on peut trouver un facteur intégrant u(x) si l'on peut résoudre [équation différentielle
précédente. Il sagit d'une équation différentielle linéaire du premier ordre a variables séparables. En
séparant les variables et en intégrant les deux membres de Iéquation, on obtient :

du 1 1 /2
— =-dxelnu=-x+C = u=Ke"?,
u 2 2

ou K est une constante. On peut choisir K = 1 pour simplifier les calculs. Ainsi, le facteur intégrant
est u(x) = €*/2. On revient maintenant a équation différentielle (2.27) et on multiplie les deux
membres de [équation par le facteur intégrant u(x) = e*/? (a noter que cette fonction est toujours
positive et différentiable sur tout R) pour obtenir :
x/ Zd_y 1 X/2y, — l

et oey =1
Grace au choix du facteur intégrant u(x) = ¥/, le membre de gauche de Iéquation précédente est
la dérivée d’un produit. En effet, on peut vérifier que

5x/6

dy 1
—(e¥2y) = X2 4 Z X2y,
dx( Y) dx 2 Y

Ainsi, on peut réécrire Iéquation différentielle (2.27) sous la forme :

x/2 5x/6

ot

En intégrant les deux membres de Iéquation précédente, on obtient :

1
y)—ze

ex/zy — Ee5x/6 +C
5 9
ou C est une constante. Ainsi, la solution de Iéquation différentielle (2.27) est donnée par :
3
y(x) = geXB + Ce™*/2,

Voici quelques courbes-solutions de [équation différentielle (2.27) pour différentes valeurs de la
constante C.

Courbes intégrales de y' + 1y =1e3 : y(x) =23 + Ce "

-2 —= oL-«/ Z=c=2
—C=-2 —C=4
C=-1 == C=0:yx)=2e"
/ Cc=1
-4 T T T T T T T
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
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Exercice 2.30. Trouver la solution générale aux équations différentielles de la forme :

dy
— +ay = q(x),
dx

ou a est une constante donnée et g(x) est une fonction définie sur un intervalle I C R.
Indication : Pensez a utiliser un facteur intégrant approprié.

Enfin, si on veut déterminer la solution de [équation différentielle (2.27) qui satisfait la condition
initiale y(0) = 1, on remplace x par 0 et y par 1 dans [équation précédente pour obtenir :

3 2
1=-4C = C=-.
5 5

Ainsi, la solution de Iéquation différentielle (2.27) qui satisfait la condition initiale y(0) = 1 est

x/3 —x/2

3 2

y(x) = 5e + 5e
2.3.2. Léquation de Bernoulli. Certaines équations différentielles non linéaires du premier ordre
peuvent étre transformées en équations linéaires du premier ordre. Cest le cas des équations
différentielles de la forme :

dy
(2.31) — + p(x)y = q(x)y",

dx
ou n est un parametre réel donné. Ce type déquation diftérentielle est appelé équation de Bernoulli.
Lorsque n = 0 ou n = 1, léquation de Bernoulli est déja linéaire; on suppose donc désormais que
n # 0 et n # 1. Remarquons d’abord que, lorsque n > 0, la fonction nulle y = 0 est une solution de
(2.31) : elle est perdue par la substitution qui suit et devra étre rajoutée a la fin. On se place donc sur
un intervalle oll y ne sannule pas — et olt y > 0 si n nest pas entier, afin que y” ait un sens. On peut
alors transformer léquation de Bernoulli en une équation linéaire du premier ordre en utilisant la
subgtitution z = y'~". En effet, on a que

dz . d_y

dx (1 =my dx’
De [équation de Bernoulli (2.31), on a que

dy

2y = 20" = p(o)y-

x

dy Y . dz .
En remplagant = dans Iéquation concernant —>on obtient :
X X

dz
I (1 = n)y™"(q(x)y" — p(x)y).
X

Comme z = y'™", Téquation devient :

dz
2 = L= m@t) = p)2).
X
ou de fagon équivalente :

dz
ot 1 = n)p(x)z = (1 — n)q(x).
X

Cette équation est linéaire du premier ordre et on peut la résoudre en utilisant les méthodes
précédemment étudiées. Une fois que lon a trouvé la solution z(x), on peut retrouver la solution
1

¥(x) de léquation de Bernoulli en utilisant la substitution inverse y = z1-», sur tout intervalle ou z
ne sannule pas. Il ne faut pas oublier d’y adjoindre la solution nulle lorsque n > 0.

Exercice 2.32. Résolvez les équations différentielles suivantes :

1) D_y_ -3 (3) o ay — by? ou a,b > 0 sont des
d X dx

X
constantes données.

d X
] (4) d—y = (Acosx + B)y — »*, ot A, B sont des
y X
() xza +2xy—y*=0 constantes données.
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2.4. Equations différentielles linéaires scalaires du premier ordre

Nous allons maintenant étudier les équations différentielles linéaires scalaires du premier ordre,
qui sont de la forme :

dy
(2.33) I + p(x) - y(x) = q(x),
X

ou p et g sont des fonctions continues sur un intervalle I C R a valeurs réelles. Nous avons déja vu
certaines méthodes de résolution de ces équations dans la sous-section précédente, mais nous allons
maintenant présenter une approche plus générale et systématique pour résoudre ce type déquation
différentielle.

Rappel 2.34 (Théoreme fondamental de l'analyse). SoientI un intervalledeR, f : I - R
une fonction continue et a € L.

(1) Premiere partie. La fonction F définie pour tout x € I par

F(x) = jz F()dt

est dérivable sur I et vérifie F'(x) = f(x) pour tout x € I: cest donc une primitive de f
sur I. En particulier, toute fonction continue sur un intervalle y admet une primitive, et
celle-ci est de classe €.

(2) Corollaire. Si G est une primitive quelconque de f sur L, alors, pour tous a, b € I,

| * F(t)dt = G(b) — G(a).

Ces deux énoncés seront utilisés sous la forme suivante : si p est continue sur I etsix, € 1, la
fonction

X
P = poyde
Xo
est bien définie et dérivable sur I, avec P'(x) = p(x) pour tout x € I. Par composition, e? est

dérivable sur I et ;
™ (eP®) = p(x)e?™.

Théoréeme 2.35. Léquation différentielle (2.33) admet pour solutions les fonctions de la forme :
x X X
y(x) — Ce—fxo p(t)dt +J q(s)e_ Js p(t)dtds’
X0
ou C est une constante réelle arbitraire, et x, est un point de l'intervalle 1.

Démonstration. Supposons que y(x) est une solution de léquation différentielle (2.33) sur un inter-
valle J C 1 contenant x,. Alors,

d -X d -X -X
( @ p(x)y> Jropwdr _ (y(x) A p(t)dt) _ q(x)el PO,
dx dx

En intégrant (de x, a x) les deux membres de Iéquation précédente, on obtient :

[, P(Ddt [, POt ds.

y(x) - PO = 3y + [ alshe

Notez que on a encore utilisé le Rappel 2.34. En multipliant les deux membres de léquation précé-

-X
~Jx p(t)dt, on obtient :

dente par e
X X x
}’(X) = y(xo)e_Jxo p(t)dt +J q(s)e_fs p(t)dtds.
Xo
En posant C = y(x,), on obtient la solution générale de Iéquation différentielle (2.33) :
-X X x
y(x) = Ce_fxo p(t)dt +J q(s)e™ [sp(Dat 4o
Xo
O

Remarque 2.36. Le Théoreme 2.35 napporte rien de nouveau par rapport aux sous-sections pré-
cédentes : cest la méthode du facteur intégrant, menée une fois pour toutes dans le cas linéaire.
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Dans la démonstration, on a multiplié 1équation par eJxo PO précisément pour que le membre
de gauche devienne la dérivée d’'un produit, exactement comme on l'avait fait sur des exemples en
cherchant une fonction u(x) convenable.
On retrouve dailleurs cette fonction par la méthode générale. En écrivant Iéquation (2.33) sous
la forme (2.12), cest-a-dire

dy
(P —q))+ L == =0,
MGry) N(xy) @X

aM 3N v 1 . o .
ona — = p(x) et Pl [¥quation (2.19), qui détermine un facteur intégrant ne dépendant que
y X

de x, sécrit alors

oM oN
du > ox
— = ——|u=pu,
i N p(x)

dont les solutions sont u(x) = Ke'x P4, Lexponentielle qui apparait dans le Théoreme 2.35 est

donc précisément le facteur intégrant de Iéquation linéaire (2.33).

2.5. Equations non linéaires du premier ordre

Le cadre de cette sous-section est le suivant. On se donne un réel T € ]0, +o0], qui peut donc
aussi bien étre fini qu'infini, un réel y, et une fonction f € €([0, T[ x R, R), et on s’intéresse au
probleme de Cauchy

(2.37) y' () = flt,y), telo,Tl,
(2.38) ¥(0) = yo.

Par solution, on entendra ici une fon&ion y € €([0, T[) n €'(]0, T[) satisfaisant ces deux relations.
Remarquons au passage que légalité (2.70) vaut alors encore en t = 0, a condition dy lire y'(0)
comme la dérivée a droite de y en 0.

Contrairement aux sous-sections précédentes, notre objectif nest plus de calculer y, mais de
savoir ce que lon peut affirmer sur elle avant tout calcul. Trois questions se posent, et ce sont elles
qui vont nous occuper :

(1) Existence locale. Peut-on trouver un réel a > 0, avec a < T, et une fonction y : [0,a] — R qui
résolve le probléme sur [0, af, cest-a-dire qui vérifie (2.70)-(2.38) avec o a la place de T?

(2) Existence globale. Peut-on, dans la question précédente, prendre a = T?

(3) Unicité. Une telle solution est-elle la seule?

2.5.1. Exemples dexistence locale, globale et de non unicité. Avant dénoncer le moindre théoreme, il
est instructif de regarder ce qui peut se produire sur quelques exemples élémentaires : ils montrent
quaucune des trois questions ci-dessus ne re¢oit automatiquement une réponse positive.

Exemple 2.39 (Un cas dexistence locale et non globale). Prenons f(t,x) = x* et T = +co dans
(2.70)-(2.38). Le probleme de Cauchy sécrit alors

(2.40) Y(®=y®, t>o0,

(2.41) ¥(0) = 1.

Supposons quune solution y existe et commencons par observer quelle reste strictement positive :
en effet, y'(t) = y*(t) > 0 pour tout t > 0, de sorte que y est croissante sur [0, +oo[ et que, par

conséquent, y(t) > y(0) =1 > 0 pour tout ¢ > 0. Comme y ne sannule pas, on est autorisé a diviser
léquation (2.40) par y*(¢) :

Yo _
yA(©)
1
Le membre de gauche se reconnait : la fonction ¢ 0 est dérivable et, par la régle de dérivation
y

des fonctions composées,

1y y'(t)
<_y>“)‘y%o‘
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’
[¥quation équivaut donc a (——) = 1. Deux fonctions dérivables ayant la méme dérivée sur un

intervalle y différent d’une constante : il existe donc C € R tel que

! C
——=t+C.
()
La condition initiale (2.41) impose —1 = 0 + C, soit C = —1, et finalement
1
2.42 ) = —.
(2.42) Yo = —

Or cette expression ma pas de sensen t = 1, et y(t) - +oo lorsque t — 17. Nous venons donc de
montrer deux choses a la fois : d'une part le probléme posséde bien une solution sur [0, 1[; dautre
part il nen posséde aucune sur [0, of des que @ > 1. Le second point mérite quon s’y arréte : une
solution sur [0, o serait en particulier continue, donc bornée au voisinage de 1; mais le calcul
ci-dessus montre quelle coinciderait nécessairement avec (2.42) sur [0, 1[, laquelle nest pas bornée.
La contradiction est immédiate. Il y a donc existence locale pour le probléeme (2.40)-(2.41), mais
pas existence globale.

Remarque 2.43 (Existence globale pour une autre condition initiale). Modifions la seule donnée

1
initiale, en remplagant (2.41) par y, = —1. Le calcul de 'Exemple 2.39 conduit toujours a —E =
y
t + C, mais la constante vaut cette fois C = 1, puisque 1 = 0 + C. On obtient donc
1
)= ——,
) 1+1¢

qui, elle, est définie sur R, tout entier : il y a existence globale. Le caractere global de lexistence
ne dépend donc pas seulement de Iéquation, cest-a-dire de la fonction f, mais aussi du point de
départ.

Remarque 2.44 (Méthode des variables séparables). Le calcul mené ci-dessus nest qu'un cas par-
ticulier d'une technique déja rencontrée au début de cette section, celle des variables séparables.
Son principe est de ramener Iéquation a la forme h(y)y’(t) = g(t); si H désigne une primitive de h,
le membre de gauche nest autre que (H(y)),(t), et [équation devient (H(y))'(t) = g(t). En notant G
une primitive de g, on en tire lexistence d'une constante C € R telle que H(y(t)) = G(t) + C pour
tout ¢t. Dans 'Exemple 2.39, cela correspbond aux choix h(y) = 1/y%, H(y) = —1/yetg = 1.

Exemple 2.45 (Un cas de non unicité). Changeons maintenant de fonction f et prenons f(t, x) = \/_ s
avecyy =0etT = +c0:

(2.46) V() =4/¥®), t>0,

(2.47) ¥(0) = 0.

Puisque nous cherchons des solutions a valeurs réelles, léquation (2.46) n'a de sens que si y(t) > 0
pour tout ¢. Sous cette réserve, elle admet plusieurs solutions. La plus simple est la solution « triviale »

on vérifie en effet immédiatement que y; = 0 = 4/y; et que y,(0) = 0. Une seconde sobtient en

"(t) ,
N0 = 1, cest-a-dire (2\/§) (t) =1,dou
y(t
24/ y(t) = t + C; la condition initiale donne C = 0, et donc
2

séparant les variables : 1a ou y(t) > 0, léquation sécrit

t t t
La vérification est directe : y,(t) = > et\y,(t) = g =3 pourt > 0.

En réalité, ces deux solutions ne sont que les deux extrémités d'une famille infinie. Fixons en effet
to > 0 arbitraire et considérons la fonction définie par

yt)=0 si0<t<t,,

(t—to)
y(t) = Y SLE > to;
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elle est encore solution de (2.46)-(2.47). Détaillons cette vérification, car cest le raccordement qui
en fait tout l'intérét. Sur [O, to[, la fonction est nulle et I'on a bien y’ = 0 = \/}; sur ]to, +oo[, on
retrouve le calcul fait pour y,, simplement translaté de ¢,. Reste le point ¢, lui-méme : les deux

expressions y prennent la valeur 0, ce qui assure la continuité; la dérivée a gauche vaut 0 et la dérivée
. : t—1p : i it

a droite vaut hmt_,tar — = 0, ce qui assure la dérivabilité avec y'(t;) = 0; enfin \/y(t,) = 0, de

sorte que [équation est également satisfaite en ¢,. Ainsi, une infinité de solutions passent par le point

(0, 0) : lexistence est acquise, mais 'unicité tombe en défaut.

2.5.2. Résultats dexistence et dunicité. Lhypothese qui va permettre de répondre par l'affirmative
aux questions dexistence locale et d'unicité porte sur la régularité de f par rapport a sa seconde
variable : nous demanderons que f y soit localement lipschitzienne. Rappelons d’abord ce que ce
terme signifie.

Définition 2.48 (Fonction lipschitzienne). On dit qu'une fonction f de R dans R est lipschitzienne
s'il existe C € R tel que

If(x) = fO)| <Clx—y|, Vx,y €R.

Cette propriété est, par exemple, automatiquement vérifiée par les fonctions de classe €' dont
la dérivée est bornée. Il suffit en effet de poser C = sup___. |f'(s)|, qui est fini par hypothése, pour

obtenir, pour tout couple (x,y) € R* avec y < x,

s =10l = | £ ds

Notons que la prémiere égalité es une application du théoréme fondamental de I'analyse (Rap-
pel 2.34). La condition dont nous aurons réellement besoin est plus faible sur deux points : I'inégalité
nest exigée que sur les parties bornées, et seulement en la seconde variable.

sER

x !
<[ Ir©Ids <cp—yl.
y

Définition 2.49 (Fonction localement lipschitzienne). Soient f € C([0, T[ X R,R) et 0 < T < +oo0.
On dit que f est localement lipschitzienne par rapport a son deuxiéme argument si :

Vo €10, T[, VR > 0, ICqg > 05 |f(t,x) = f(t, )| < CorlXx — Y|, Vi€ [0,al], V(x,y) € BE,
ou By ={z €R, |z| <R} =[-R,R].

Vérifier cette définition directement serait fastidieux; en pratique, on lobtient presque toujours
par le critére suivant, qui ne demande que de la dérivabilité.

Proposition 2.50 (Condition suffisante pour le caractére localement lipschitzien). Soient f €
C([0, T[XR,R) et 0 < T < +o00. On suppose que f est dérivable par rapport a son deuxiéme argument
et que

of
9y

ot 3y désigne la dérivée de f par rapport a son deuxiéme argument. Alors f est localement lipschit-
y

zienne par rapport a son deuxiéme argument.

Démonstration. Etablissons d’abord une majoration valable en toute généralité, puis spécialisons-la.
Soient donc t € [0, T[ et x,y € R avec x < y. A t fixé, la fonction d’une seule variable z — f(t, z)

. e 1 ) . \ Lo
est de classe C! sur R, puisque sa dérivée z — a—f(t, z) est continue par hypothése. Le théoréme

fondamental de l'analyse (Rappel 2.34) sapplique donc et fournit

3
f(t’y) - f(t’ X) = Jz %(t’ Z) dz,

puis, en majorant le module de I'intégrale par I'intégrale du module (ce qui est licite car x < y),

of
—(t,2)
%y
Fixons maintenant 0 < a < T et R > 0, et cherchons la constante C,, g. Lensemble [0, ] X By, est
un produit de deux intervalles fermés bornés de R : cest donc un compact de R?, et il est contenu

y
dz.
X

(2.51) F@y - el < |

. 3 . \ [ .
dans [0, T[ x R. La fonction a—f y est continue par hypothese, donc bornée et atteignant ses bornes;
Y
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le nombre

sup
telo,a]
YEBR

est par conséquent fini. (Cest ici, et seulement ici, qu’intervient le fait qu'une fonction continue sur
un compact est bornée.)

Il ne reste qu’a recoller les deux morceaux. Soient t € [0, ] et x,y € [-R, R]. Si x = y, I'inégalité
cherchée est triviale. Si x < y, le segment [x, y] est tout entier contenu dans By, puisque By est un
intervalle; I'intégrande de (2.51) y est donc majoré par C, g, et cette inégalité donne

If(&,y) = f(t: 0)] < Cor (v = X) = Corlx —yI.

Le cas y < x sobtient en échangeant les roles de x et de y, les deux membres de 'inégalité étant
symétriques en ces deux variables. La fonction f est donc bien localement lipschitzienne par rapport
a son deuxiéme argument. (|

of
=) = Can
y

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat dexistence locale. Il porte le nom de Cauchy et de
Lipschitz, et constitue le théoréme central de toute cette théorie.

Théoréme 2.52 (Existence locale : Cauchy-Lipschitz). Soient f € €([0, T[ X R,R), 0 < T < +oo et
Yo € R. On suppose que f est localement lipschitzienne par rapport a son deuxiéme argument (voir
Définition 2.49). Alors il existea, 0 < a < T, ety € eL([o,al , R) solution du probléme de Cauchy
(2.70)-(2.38). Il y a donc existence locale de la solution de ce probléme.

Sa démonstration est constructive mais longue, et nous lui consacrerons une section entiere plus
loin.

Passons a 'unicité. Elle repose sur une inégalité intégrale dapparence modeste, mais dont I'usage
est constant dans toute la théorie des équations différentielles.

Lemme 2.53 (Gronwall). Soient a > 0,9 € C([0,a],R) et a,b > 0. On suppose que, pour tout
t €[0,a],

t
(2.54) 0 <) <a+b| P(s)ds.

0

On a alors, pour tout t € [0, ], P(t) < ae’”.

Démonstration. Lidée est de remplacer v, sur laquelle on ne sait rien, par le membre de droite de
(2.54), qui est bien plus régulier. Posons donc, pour ¢ € [0, a],

t
o) = a + bjo W(s) ds.

La fonction ¥ étant continue sur [0, «], le théoreme fondamental de I'analyse (Rappel 2.34) assure
que @ est de classe C! sur [0, a], avec

p(0)=a et @'(t)=b{P(t) pourtoutld <t < a.
Lhypothese (2.54) se relit alors comme {(t) < @(t) pour tout ¢ € [0, a]; en multipliant cette inégalité
par b > 0, ce qui en préserve le sens, on obtient I'inéquation différentielle
¢'(t) =bPp(t) < be(t) pourtoutt.

On la traite par la méthode du facteur intégrant déja utilisée pour les équations linéaires : en
multipliant par e~ > 0,

(@) = @' (D™ — be(De™ = (¢/(1) — bp())e™ < 0.
La fonction t = ¢(t)e™®" a donc une dérivée négative ou nulle sur [0, «] : elle y est décroissante, et
par conséquent
vt e [0,a], @(t)e " < @(0)e® = 9(0) = a.

11 ne reste qua multiplier par e® > 0, ce qui donne ¢(t) < ae®, puis a revenir a ¢ grace a l'inégalité
P<o:

0 <P(t) < @(t) < ae®, pour tout t € [0, a]. O
Théoréme 2.55 (Unicité). Soient f € C([0,T[ X R,R), 0 < T < +o0, et y, € R. On suppose que f
est localement lipschitzienne par rapport a son deuxiéme argument (voir Définition 2.49). Soient y, z
deux solutions du probléme de Cauchy (2.70)-(2.38), définies et continues sur [0,a] avec 0 < o < T.
Alors z(t) = y(t) pour tout t € [0, al.
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Démonstration. La stratégie consiste & majorer lécart |y — z| par une intégrale de lui-méme, afin
de conclure par le Lemme 2.53. Il faut pour cela commencer par produire un rayon R dans lequel
les deux solutions sont enfermées, faute de quoi le caractere localement lipschitzien de f serait
inutilisable.

Les fonctions y et z sont continues sur I'intervalle compact [0, a] : elles y sont donc bornées, et il
existe R > 0 tel que

vVt € [0,a], |y@®)| <R et |z(t)] <R

on peut par exemple prendre R = max ( max[g 4] |y], maxpg q |z|), ces deux maxima existant par le
théoreme des bornes atteintes.

Comme y'(t) = f(t, y(t)) et 2'(¢) = f(t, z(¢)), la différence des deux équations donne

Y(6) = 2'(1) = f(&, y(1) — f(t, 2(D)).
Le membre de droite est une fonction continue de ¢ sur [0, a], comme différence de composées de
fonctions continues : on peut donc I'intégrer entre 0 et ¢. En tenant compte de y(0) = z(0) = y,, qui
fait disparaitre les termes de bord, il vient
t t
Y0 =20 = [ (/6) = Z©)ds = [ (fs3) = f(5.2())ds, Ve € [0,al.

Prenons la valeur absolue, majorons le module de I'intégrale par I'intégrale du module, puis appli-
quons le caractere localement lipschitzien de f avec les parametres « et R ci-dessus. Cette derniére
étape est licite précisément parce que y(s) et z(s) appartiennent a By pour tout s € [0, a]. On obtient,
pour tout ¢ € [0, a],

) =201 < [ 1765, Y9 = fs. 206D s

t
< Canly® -z ds.

ou C, g est la constante de Lipschitz fournie par la Définition 2.49. En abrégeant C = C g, cela
sécrit

(2.56) vie e, Iy =20l < [, Ce) - 29l ds

Posons enfin P(t) = |y(t) — z(t)| pour t € [0, a] : cette fonction est continue et positive, et (2.56) se
lit
t
0< ) < C[ P(s)ds, Vrel[o,al.
0
Cest exactement 'hypothese (2.54) du Lemme 2.53, avec a = 0 et b = C. La conclusion du lemme

sécritici 0 < P(t) < 0 - ¢! = 0: la constante nulle en facteur écrase tout, et P(t) = |y(t) — z(t)| = 0
pour tout ¢ € [0, a], ce qui achéve la démonstration. O

Le théoreme précédent se renforce de maniere significative, et cest lobjet du Théoreme 2.57 : il
suffit que deux solutions coincident en un seul instant, pas nécessairement I'instant initial, pour
quelles coincident partout. Dit autrement, deux trajectoires distinctes ne se rencontrent jamais —
on appelle ici trajectoire de la solution y le graphe de la fonction t — y(¢).

Théoréme 2.57 (Les trajectoires ne se rencontrent pas). Soient f € €([0, T[XR,R),0 < T < +o0. On
suppose que f est localement lipschitzienne par rapport a son deuxiéme argument (voir Définition 2.49).
Soient y, z deux solutions de (2.70), définies et continues sur [0, a] avec 0 < o < T. On suppose qu’il
existe ty € [0, a] tel que y(ty) = z(ty). Alors z(t) = y(t) pour tout t € [0, a].

Démonstration. Le point de départ est le méme que pour le Théoréme 2.55 : y et z sont continues
sur le compact [0, a], donc bornées, et il existe R > 0 tel que
Vie[0,a], [y <R et [z()] <R,

ce qui permet décrire, pour tout s € [0, «],

1f (s, () = f(5, 2(5))] < Cly(s) — 2(s)],
avec C = C, g comme dans la Définition 2.49.
La seule nouveauté est que I'instant ou les deux solutions se rejoignent nest plus lorigine :
Pargument de Gronwall, qui part toujours de la borne inférieure de I'intervalle d’intégration, doit
donc étre mené de part et dautre de t,. Nous traitons successivement |t,, a] et [0, £][.
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Intervalle ]to, a]. On translate le temps pour se ramener a une donnée en 0. Pour 0 < ¢t < a — ¢,
en intégrant entre ¢, et ¢, + t et en utilisant y(¢,) = z(t,), qui annule les termes de bord, on obtient

Wtg +1) = z(to +) = | ; (V' (to +5) = 2(tg +9))ds = [; (f(to + 5. ¥(to +5)) = f(to + 5.2(to + 5)))ds,

la premiere égalité résultant du changement de variable u = ¢, + s dans fﬁg”(y’(u) —z'(u)) du. En
passant aux valeurs absolues et en utilisant la majoration lipschitzienne ci-dessus, il vient

[y(to +1) — z(tg + )| < J; |f(to + 5, ¥(tg + ) — [t + 5, 2(tg + )| ds < CJ; ly(to + ) — z(to + 5)| ds.

La fonction P(t) = |y(ty+1t) —z(ty +t)| est continue et positive sur [0, a —¢,], et 'inégalité précédente
sécrit 0 < P(t) < CJ f) P(s) ds. Le Lemme 2.53, appliqué aveca = O et b = C, donne ¢ = 0 sur
[0, 00 — ty], Cest-a-dire y = z sur [t,, al.

Intervalle [0, t,[. Le raisonnement est identique, a ceci prés que lon renverse le sens du temps en
posant u = t; —s. Pour 0 < t < ¢y, et toujours grace a y(ty) = z(ty),

Weo=0=2(to=1) = [ (= (tg=9)+2't=9)ds = = || (Ftg=5.¥(to =5) = ftg—s.2(to ~5))ds

le signe — provenant du changement de variable u = ¢, — s, dont la dérivée vaut —1. On en déduit

¥t =)= 20 = 01 < [| 1o =5 ¥(to =) = tg =5, 2(t0 = NI ds < C [ Iy(ty =5) = 2(t0 = )| s,

et le lemme de Gronwall appliqué cette fois a P(¢) = |y(t, — t) — z(t, — t)| donne P = 0 sur [0, t,],
soit y = z sur [0, t;,].
En réunissant les deux intervalles, on conclut que y = z sur [0, a]. O

Ce résultat est loutil de base de ce quon appelle I'étude qualitative des solutions : sans rien
calculer, il permet souvent denfermer une solution entre deux autres, connues, et den déduire son
comportement. Nous allons I'illustrer, ainsi que les notions de solution déquilibre, de temps maximal
dexistence et d’explosion en temps fini, sur le modeéle de Verhulst du chapitre précédent, dans le cas
normaliséa=b=1:

(2.58) Y () =y®O1-y@), telo,+ool,
(2.59) ¥(to) = yo € 10, 1]

[¥quation (2.58) posséde deux solutions déquilibre immédiates, a savoir y; = 0 et y, = 1, au sens
que voici.

Définition 2.60 (Solution déquilibre). Une solution de 'Epo (2.70) qui ne dépend pas du temps est
appelée solution déquilibre, ou encore solution stationnaire. Une telle solution vérifie donc y'(t) = 0
pour tout t € ]0, T[, ce qui revient exactement a demander que f(t, y(t)) = 0 pour tout t € ]0, T[.

Les constantes y; = 0 et y, = 1 annulent effectivement le second membre y(1 — y) : ce sont
donc des solutions stationnaires de (2.58), autrement dit les solutions du probleme de Cauchy
correspondant aux données initiales y, = 0 et y, = 1. Or, d'apres le Théoréme 2.57, deux trajectoires
ne peuvent pas se croiser : une solution issue d'un y, € 0, 1[ ne peut donc franchir ni la droite
y = 0, ni la droite y = 1. Elle reste ainsi strictement comprise entre 0 et 1 pour tout temps.

Cet encadrement, obtenu sans le moindre calcul, est plus utile qu’il n’y parait : il interdit a la
solution de partir a I'infini. Le théoréme suivant explique pourquoi cest la exactement I'information
dont on a besoin. Il introduit le temps maximal dexistence T, et décrit ce qui se produit lorsque T,,,
est fini.

Théoréme 2.61 (Solution maximale, explosion en temps fini). Soient 0 < T < 400, ¥y € R et
f € e(0,T[ x R,R). On suppose que f est localement lipschitzienne par rapport a son deuxiéme
argument et on consideére le probleme de Cauchy (2.70)-(2.38). Soit

T,, = sup{o € 10, T] tel qu'’il existe une solution de (2.70)-(2.38) sur [0,af }.

Alors il existe y solution de (2.70)~(2.38) sur [0, T,,[, et on dit que T,, est le temps maximal dexis-
tence. Cette solution y est lunique solution sur [0, T,,| ; elle sappelle solution maximale du probléme
(2.70)-(2.38).

De plus, si T,, < T, alors tkl%l ly(®)] = +o0.
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Démonstration. Assurons-nous d’abord que la quantité T,, a un sens. Lensemble des réels a > 0
pour lesquels il existe une solution de (2.70)-(2.38) sur [0, o[ est non vide, en vertu du Théoreme 2.52
dexistence locale, et il est majoré par T; il admet donc une borne supérieure, strictement positive
(ou égale a +o0 lorsque T = +o0). Ainsi T, est bien définiet 0 < T,,, < T.

Construisons maintenant la solution sur [0, T,,[ en recollant des solutions définies sur des in-
tervalles de plus en plus grands. Par caractérisation de la borne supérieure, il existe une suite
(%)nen C 10, T, ] telle que

Opyq = Ay, pourtoutn €N, et lim a, =T,
n—+oo

et telle que, pour chaque n, le probléme admette une solution sur [0, a,,| ; notons y, cette solution,
qui est unique dapres le Théoreme 2.55.

Ce méme théoréme d’unicité montre que y, = Yy, sur [0, &, [ : en effet, y, et la restrition de y,,,;
4]0, a,| y sont deux solutions du méme probléme de Cauchy. Les y, se prolongent donc les unes les
autres, et lon peut définir sans ambiguité une fonction y sur [0, T, [ en posant y = y, sur [0, a,,[, pour
chaque n. Deux points méritent détre soulignés : la définition est cohérente parce que deux indices
distincts donnent la méme valeur sur I'intersection des intervalles correspondants; et elle couvre
bien tout [0, T,,,[, car tout ¢ < T,, appartient a [0, &,,| dés que n est assez grand, puisque a,, — Ty,
Enfin, la foncion y ainsi obtenue est solution sur [0, T,,[, car étre solution est une propriété locale :
au voisinage de chaque point, y coincide avec I'une des y,,. On distingue alors deux situations :

— siT,, < T, il nexiste aucune solution sur [0, 8| dés que g > T,,,, par définition méme de la
borne supérieure T, ;

— si T, =T, alors y est une solution globale.

Quant a Iexplosion en temps fini, i.e. le fait que T,, < T entraine lim,_1, |y(f)] = +oo, sa démons-
tration sera donnée plus loin. O

Le lemme suivant, qui nest qu'une application soignée du théoreme des accroissements finis,
complete le tableau dans le cas autonome : si une solution globale converge en +oo, sa limite ne
peut étre qu'un point déquilibre.

Lemme 2.62 (Limite des solutions globales). Soient y,,t, € Ret f € C(R,R); on consideére le
probléme de Cauchy

(2.63) Y(© =), t>t,
(2.64) ¥(to) = Yo

On suppose qu’il existe une solution globale y de (2.63)-(2.64), et que lim,_, , , ¥(t) = ¢ € R. Alors la
fonction t — ¢ est une solution stationnaire (cest-a-dire que € est un point déquilibre).

Démonstration. Lastuce consiste a comparer y a elle-méme sur des intervalles de longueur fixe, ici
égale a 1. Soit t > t,. La fonction y est continue sur [¢,t + 1] et dérivable sur ¢, + 1[ — elle est
méme de classe C!, puisque cest une solution. Le théoréme des accroissements finis sapplique donc
et fournit un point 6, € |t,t + 1[ tel que

Y+ —y0)=(+1-0)y(©®)=y'(6).
[équation (2.63) permet de remplacer y'(8,) par f(y(6,)), dou, pour tout ¢ > ¢,

Y +1) = y(0) = f((O)).
Faisons tendre ¢ vers +oo et examinons les deux membres séparément. A gauche, y(t + 1) et y(t)
tendent tous deux vers &, si bien que y(t+1)—y(t) - ¢—¢ = 0. A droite, lencadrement t < 6, < t+1
force 6, —» +o0, donc y(6;) — ¢; la continuité de f au point ¢ donne alors f(y(6,)) — f(¢). Par
unicité de la limite, f(¢) = 0: le réel ¢ est bien un point déquilibre. g

Dans l'autre sens, une comparaison avec Iéquation y’ = y? de 'Exemple 2.39 fournit un critére
commode pour détecter le caractére « explosif » d’'une solution.

Lemme 2.65 (Explosion par comparaison). Soient y,,t, € Ret f € C(R,R); on considére le
probleme de Cauchy (2.63)-(2.64). On suppose qu’il existe y solution de (2.63)-(2.64) sur |t,, T| avec
Y(t) = yo > 0 pour tout t € [tO,T[ et f(y(t)) > y(t)*. Alors T < +c0.
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Démonstration. Comme y'(t) = f(y(t)), lhypotheése f(y(t)) > y(t)* se récrit y'(t) > y*(t). La
solution restant minorée par y, > 0, la division par y*(t) > 0 est licite et donne

y'(®)
yA(t)

>1 pourtoutt e [tO,T[.

Comme y ne sannule pas, on reconnait au membre de gauche la dérivée de ¢ — —%, exactement
comme dans 'Exemple 2.39. Intégrons cette inégalité entre ¢, et un instant ¢t < T, en tenant compte
de y(to) = o :
N S | 1
[—@ . = E - }E >t—ty pourtoutt e [to,T[.

1 1
On en tire o < — —t + t;. Le membre de gauche est strictement positif puisque y(t) > 0; il en
Yo
va donc de méme du membre de droite, ce qui impose

1
t <ty+— pourtoutt e [tO,T[.
Yo
Lintervalle [t,, T[ est ainsi majoré par le réel t, + 1/, dou T < t, + 1/, < +oo : la solution ne
peut pas étre globale. O

Exemple 2.66 (Comportement qualitatif des solutions du modele de Verhulst). Revenons au
probléeme (2.58)-(2.59) et voyons comment les résultats précédents permettent de tout décrire sans
résoudre Iéquation. Nous avons vu que la solution reste confinée entre 0 et 1; elle ne peut donc
pas tendre vers I'infini, et le Théoréme 2.61 force T,, = +oo. En effet, si lon avait T,, < T = +oo0, ce
théoréme imposerait |y(t)| - +oo lorsque t — T,,, ce qui contredit lencadrement 0 < y(t) < 1. La
solution est donc définie sur [0, + o[ tout entier.

Lexistence globale étant acquise, la limite en +o0o sobtient sans peine grace au Lemme 2.62.
Puisque 0 < y(t) < 1,onay'(t) = y(t)(1 — y(t)) > 0:la fonction y est strictement croissante, et
a valeurs entre y, et 1. Croissante et majorée par 1, elle admet une limite en +oo : il existe ¢ avec
0 < ¢ < 1telquelim,; o, y(t) = ¢, etle Lemme 2.62 garantit que € est un point déquilibre. Comme
les seuls points déquilibre sont 0 et 1, et que ¢ > y, > 0 exclut la valeur 0, il ne reste que ¢ = 1.
Signalons pour finir que, sur cet exemple particulier, la solution exacte peut étre calculée; ce sera
lobjet d'un exercice.

Une mise en garde simpose sur la derniere assertion du Théoréeme 2.61 : elle n"admet pas de
réciproque. Une solution peut fort bien tendre vers I'infini en T,, sans que T,, soit strictement
inférieur a T, comme le montre lexemple suivant, aussi simple que possible.

Exemple 2.67 (lim,_r, [y(t)| = +c0 # T,,, < T). PrenonsT = +o0,£, = Oety, € R, et considérons
le probleme de Cauchy

y@#®) =1, t>0,

¥(0) = y,.
Ici f(¢, x) = 1 est constante, donc de classe €, et trivialement localement lipschitzienne par rapport
a son deuxiéme argument : n'importe quelle constante C,, g convient, puisque f(t, x)— f(¢,¥) = 0. La
solution est y(t) = t+y, pour tout t > 0, et elle est définie pour tout temps: onadoncT,, = T = +co.

Pourtant lim,_,y _ [y(t)] = +oo. La réciproque de la derniére assertion du Théoreme 2.61 est donc
bien fausse.

Terminons par la notion de stabilité d'un point déquilibre, que nous formulons dans le cadre
autonome, cest-a-dire pour [équation

(2.68) y'(©) = fOo@®), t>o.

Définition 2.69 (Stabilité des points déquilibre). Soit a € R un zéro de f, cest-a-dire f(a) = 0. La
fonction constante égale a a est alors une solution de (2.68), et lon dit que a est un point déquilibre.
On dit de plus que ce point déquilibre est stable — plus précisément uniformément stable — lorsque
toute donnée initiale suffisamment proche de a engendre une solution globale, et que

Ve > 0, 38 > 0 tel que (y solution de [équation autonome, [y(0) — a| < 8) = sup |y(t) — a| < e.
£>0
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Autrement dit : partir prés de a garantit de rester pres de a, et ce uniformément en temps.

Nous verrons plus loin que, pour une fonction f de classe C*, cest le signe de f'(a) qui décide : le
point déquilibre a est stable dés que f'(a) < 0, et instable (cest-a-dire non stable) dés que f'(a) > 0.
Le cas f'(a) = 0 échappe a ce critere et réclame une étude plus fine de la fonction f.

2.6. Théoréeme de Cauchy-Lipschitz : existence locale et globale

Soient f : [ty, T[XR — R continue et y, € R. Dans la sous-section précédente, nous avons
énoncé le théoréme de Cauchy-Lipschitz (voir Théoreme 2.52 et Théoreme 2.55), qui garantit
lexistence et I'unicité de la solution du probleme de Cauchy suivant :

V') = f(t,¥(1), tE€lty, T,
(o) = yo € R.

Ici, la solution y doit étre de classe @' sur I'intervalle ouvert ]t,, T| et continue sur I'intervalle
fermé [t,, T[. On distingue deux questions :

(2.70)

(1) Existence locale : cest-a-dire, existe-t-il un a > 0 et une fonction y définie sur [¢,, t, + a] avec
to + o < T, qui satisfait (2.70) ? Le théoréme de Cauchy-Lipschitz local (voir Théoreme 2.52)
répond a cette question par l'affirmative, sous 'hypotheése que f est localement lipschitzienne
par rapport a son deuxiéme argument.

(2) Existence globale : cest-a-dire, existe-t-il une fonction y définie sur [¢,, T[ qui satisfait (2.70) ?

2.6.1. Preuve du théoréme de Cauchy-Lipschitz dexistence locale. Comme nous l'avons vu précé-
demment, ’'hypothése récurrente pour garantir lexistence des solutions est que f soit localement
lipschitzienne par rapport a son deuxieme argument, cest-a-dire que pour tout a € Jt,, T[ et tout
A > 0, il existe une constante C, 4 > 0 telle que

Vt € [ty,al,Vx,z € [-A,A],  |f(t,x) = f(£,2)] £ Cyalx — z|.

Dans cette sous-section, nous allons étudier la preuve du théoréme de Cauchy-Lipschitz dexis-
tence locale (voir Théoréme 2.52), puis la preuve de la deuxiéme partie du Théoréme 2.61, qui établit
lexplosion en temps fini d’une solution maximale non globale. On rappelle que ces théorémes
ont été énoncés avec t, = 0 pour simplifier les notations, mais la preuve est identique pour un ¢,
quelconque. Nous travaillerons ici avec un ¢, quelconque.

Pour démontrer le théoréme de Cauchy-Lipschitz dexistence locale, nous allons utiliser la forme
intégrale du probléme de Cauchy (2.70) :

Proposition 2.71. Soient f : [t,, T[XR — Ravecty < T < +oo et f continue. Soient y, € R et
o > 0 avec ty + a < T. Alors une fonction y € C([ty,ty + o], R) N €' (Jty, to + o, R) est solution du
probléme de Cauchy

(2.72) {y/(t) = f(t,y(1), t € [ty by +al,

(o) = yo € R.

si et seulement si elle satisfait la forme intégrale suivante :

.73) 90 =30+ [ F6y©)ds. 1 ltoty +al
avecy : [ty, ty + o] = R continue.
Démonstration. On suppose tout dabord que
y € C([ty, to + ], R) N €*(Jt, ty + al, R)
est solution de (2.72) avec t, + a au lieu de T. On va montrer que y est solution de (2.73).

Pourquoi ne pas intégrer directement de t, a t? La fonction y nest supposée de classe €' que sur
intervalle ouvert |ty,t, + of : a priori, y nest pas dérivable en ¢, et y’ peut ne pas étre bornée au
voisinage de t, (par exemple, s — /s — £, est continue sur [£,, t, + o] et de classe €' sur ¢, t, + af,

mais sa dérivée tend vers +oo en t;). Le théoreme fondamental de I'analyse, qui exige que y

s—to
soit de classe C! sur un intervalle fermé, ne peut donc pas étre appliqué sur [y, t]. On lapplique sur
[to + & t], puis on fait tendre € vers 0.
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Etape 1 : intégration loin de t,. Soient € et ¢ tels que t, < ty + ¢ < t < ty + a. Le segment [ty + ¢, t]
est inclus dans |t,, t, + of, donc y est de classe €' sur ce segment et le théoréeme fondamental de
lanalyse donne

t
YO -yt + =] y()ds.
lo+E
Comme y'(s) = f(s, y(s)) pour tout s € |to, t, + af daprés (2.72), on obtient

(.749) O -y +9 =] fye)as

Etape 2 : passage a la limite ¢ — 0.
— Membre de gauche. La fonction y est continue en ¢, (car continue sur [t,, o +a]) et y(ty) = ¥,
d’apres la condition initiale de (2.72). Donc y(t, + €) — y, lorsque € — 0.

— Membre de droite. Posons g(s) = f(s, y(s)). Comme f est continue et y est continue sur le
segment [t,, ty + ], la fonction g est continue sur ce segment tout entier, y compris en t,
(contrairement a y’, dont on ne sait rien en t;). Elle est donc bornée : il existe M > 0 tel que
|g(s)] < M pour tout s € [ty, ty + a]. On en déduit

“io g(s)ds — J;H g(s)ds| = U:H g(s)ds

to+e
< J Mds = Me — 0.
to

e—0

En faisant tendre € vers 0 dans (2.74), on obtient, pour tout ¢, < t < t, + a,
t

275) Y0 =yo =] fls.y(s)ds.
0

Etape 3 : les extrémités.

— Pour t = t,, les deux membres de (2.75) sont nuls, puisque y(t;) = y, et que I'intégrale sur
[to, to] est nulle.

— Pourt =ty +a:le membre de gauche t — y(t) — y, est continu sur [¢,, ¢, + o] par hypothese,
et le membre de droite t — | io g(s) ds est continu en t comme primitive d’'une fonction
continue. Ces deux fonctions coincident sur |¢,, t, + o, donc, par continuité, elles coincident
aussi en ¢, + a.

[¥galité (2.75) est donc vraie pour tout t € [t, t, +aJ, ce qui montre que y est bien solution de (2.73).
Réciproquement, si y satisfait (2.73), elle est continue sur [¢,, t, + a] et dérivable sur ]z, t, + af. De
plus, y est de classe G sur |t,, t, + of et vérifie

Y () = f(t,y(t)) pourtoutt €lty, ty + af.
Il est clair que y(t,) = yo, dapres (2.73). Ainsi, y est solution de (2.72). O
Remarque 2.76. Tégalité (2.75) montre au passage que y est une primitive de la fonction continue
g sur [ty, ty + a] : y est donc en fait de classe C! sur tout le segment fermé, avec y'(ty) = f(ty, Yo)-

Mais cest une conséquence de la démonstration, quon ne pouvait pas utiliser comme hypothése au
départ.

Démonstration du Théoréme 2.52.

Lidée de la preuve consiste a construire une suite de fonctions (y,),en qui converge vers une
solution de la forme intégrale (2.73).

Etape 1 : construction de la suite (y,)nen. Pour a > 0 tel que ¢ty + a < T, on définit la suite (,,),.en
par récurrence :

— Yo(t) = yo pour tout t € [ty, ty + a;
— Y1) =yo + fio f(s,y4(s)) ds pour tout t € [to, 5 + at].

On commence par considérer un intervalle [-A, A] oit A > 0 est choisi de sorte que y, € [-A, A]
et on considere a > 0 tel que t{, < a < T. On va montrer quon peut choisir o > 0 suffisamment
petit pour que t, + a < a et que ,(t) € [-A — 1,A + 1] pour tout t € [t,, t, + ] et tout n € N*.
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Le choix de a va dépendre de A et de a (ainsi que de f), mais ni de ¢, ni de y, pourvu que y,
soit dans [—A, A] et que f, + « < a. Autrement dit, on peut changer le temps initial ¢, et la
condition initiale y, sans changer a.

Comme f est continue sur le compact K = [ty, a] X [-A — 1, A + 1] il existe M > 0 fini tel que
|f(t,y)] < M pour tout (¢,y) € K. Il suffit de considérer

M := max{mlgx |f],0}
. . . 1 /
pour que M soit positif. Soit a; = Vit 0. On va montrer par récurrence sur n que pour tout « tel
quea <o etfy+a < a,onaque
Yn € C([tg, to +al,[-A—1,A+1]) pourtoutn > 1.

On abien que y; € C([ty, ty+a],[-A—1,A+1]) car y,(¢) = y, pour tout t. Soit n > 1 et supposons
que y, € C([ty, to + al,[-A — 1, A + 1]). Alors pour tout t € [ty,ty +a]eta < a; etty+a < a,on
aque

|yn+1(t)| =

o+ [, s u(s)ds| <lyol + [, 17653l ds

t
<A+ | Mds

to

<A+ Ma
<A+ M,
=A+1.

Notons quon a utilisé le fait que t — ¢, < aet donc (t — tH)M < aM < yM = 1.

On a donc bien que y,,; € C([¢, ty + a],[-A — 1, A + 1]). Par récurrence, on a donc que pour tout
n>1y, € C(ty, to +al,[-A—1,A + 1]).

Yy
A+1

-A-1

to to + a T ¢

FIGURE 5. Etape 1. Le rectangle K = [fy, a] X [-A — 1, A + 1] est compac, donc
|f| < M sur K. Tant que y, reste dans K, on a |y, (t) — yo| < M(t — ¢,) : le graphe
de y,,, reste dans le cone orange. En choisissant a < min (a — t,, 1/M), ce cone ne
sort pas de [y, — 1,yo + 1] C [-A — 1, A + 1], donc toutes les itérées yg, y1, Y2, .-
restent dans K sur ¢, t, + a] et elles convergent vers la solution y.

Etape 2 : convergence de la suite (y,)en. On va montrer que la suite (y,,),en converge uniformément
sur [to, ty + a vers une fonction y qui est continue. Supposons maintenant que 0 < « < a; et
to +a < a. Comme f est localement lipschitzienne par rapport a son deuxiéme argument, il existe
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une constante C = C, 541 > O telle que
|f(t,x) = f(t,z2)]| < C|x —z| pourtoutt € [ty,a], x,z€ [-A—-1,A+1].

Comme y,(s) et y,_;(s) sont dans [-A —1, A + 1] grace a Iétape 1, on a donc pour tout ¢t € [t,, t, +a]
ettoutn > 2:

Das® = 70 = [} 505,30 = [} 16501050
<[ 13D = 6 a5l

t
<C[ [¥a(8) = Yaor(9)lds
to
On munit lespace vectoriel C([t,, t, + «], R) de la norme ||g|o, = SUP, (1 1 +a |g(®)]. On en déduit
que pour tout n > 2 et tout ¢t € [ty, ty + aj :
t
nsa(® = 5O S €[y = Yaallodls
0

< C(t = t)1Yn = Yn-1llo
< Callyn = Yn-1lle
Ainsi
Yns1 = Yalloo < Catllyn = Ynilleo
On choisit o, = i de sorte que Ca, < 1/2 eton prend atel quea < oy et < a, et ty + o < a (par

exemple a = min (ay, &y, a — t;)). Alors pour tout n > 2:

||yn+1 yn”oo = ”yn yn—l”oo

Par récurrence, on obtient que pour toutn > 1:

1
W1 = Yulleo < 55172 = Y1lleo
Linégalité triangulaire donne pour toutm > n > 1:

”ym _yn”oo < ”ym _ym—llloo + ”ym—l _ym—2||oo + et ||yn+1 _yn”oo

m-—1

< D0 1ker = Yilloo
k=n

m-—1 1

< 2 sl =il

o)

1
<2 =yile 2 e = 2= 1l 3
k=n

® 1
E >
< ly2 _y1||ooF

= 2[ly, —ylllm% — 0
Ainsi (y,),en €St une suite de Cauchy dans lespace complet C([¢,, ¢y + a], R), donc elle converge
uniformément. Cela veut dire que
Ve > 0,IN e Ntelque n,m > N= |y, — Vulloo <€
En particulier, pour tout t € [y, t, + a], la suite (,,(t)),>; est une suite de Cauchy dans R, car

|ym(t) - yn(t)l < ”ym - yn”oo <&

Comme R est complet, la suite (y,(t)),>; converge vers une limite y(t) € R. On définit donc la
fonctiony : [ty, t, + a] — R par
y(t) = n1—i>1-+l:loo yn(t)
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pour tout t € [ty,ty + a]. On remarque que y,(t) € [-A — 1,A + 1] pour tout n > 1 et tout
t € [ty, to + a], donc y(t) € [-A — 1, A + 1] pour tout ¢ € [t, ty + a]. De plus y est continue car

1
Ym(®) = YOl < [Vm = Yl <2+ Fllyz — Vil

ne dépend pas de m

En fixant n et t on obtient que lorsque m — +o0, |y,,,(t) — ,,(t)| = |y(¢) — y,(t)] et donc

Iy(8) =y <2

Ainsi y, converge uniformément vers y sur [t,, t, + o]. Pour conclure, on utilise le fait que la limite
uniforme d’une suite de fonctions continues sur un intervalle est continue. Ainsi y est continue sur
[to, ty + al.

iz = Vil == 0

Etape 3 : y est solution de la forme intégrale. 11 reste 3 montrer que y est la solution de la forme
intégrale (2.73). Rappelons que pour toutn > 1,

Ve ligto ol Y@ =30 + [, SGs.0m)ds

Comme y, converge uniformément vers y sur [t,, t, + o] et que f est continue, la suite de fonctions
s — f(s,y,(s)) converge uniformément vers s — f(s, y(s)) sur [ty, t, + o] (Exercice : Justifier ce
résultat). De plus, grace a la convergence uniforme de f(s, y,(s)) vers f(s, y(s)) sur [ty, t, + a], on
peut montrer que pour tout t € [ty, t, + o],

[ fmonds —— [ fts.y(sn s
to n—->+oo Jity

Exercice : Justifier ce résultat.

Ainsi, on peut passer a la limite dans I'intégrale et on obtient que pour tout t € [ty, ¢y + a] :

¥O =yo+[ fG.y5)ds

Ainsi y est solution de la forme intégrale (2.73). D’apres la Proposition 2.71, y est solution de [équation
différentielle (2.72) avec la condition initiale y(¢;) = y,. O
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3. LES EQUATIONS LINEAIRES DU DEUXIEME ORDRE
3.1. Equations linéaires d'ordre superieur

Définition 3.1. une équation différentielle dordre n est dite linéaire si elle peut sécrire sous la forme

FaOY ™ + fua YV o [GY + fo(0)y = ()
ou fy, fu—is --» f1, fo, f sont des fonctions continues sur un intervalle I et f,(x) # 0 pour tout x € L.
[¥quation est dite homogene si f = 0 et non homogeéne sinon.

Définition 3.2. Un ensemble de fonctions {y;, y,, ..., y,} est dit linéairement dépendant sur un
intervalle I si il existe des constantes ¢y, c,, ..., ¢,,, pas toutes nulles, telles que

cii(x) +cy(0) + .o+ y(x) =0, Vxel

Sinon, lensemble est dit linéairement indépendant.

Théoréme 3.3. Soitn € Net f,, f_1, ..., fi, fo. f des fonctions continues sur un interval 1. Si f,(x) # 0
pour tout x € 1, alors le probléme de Cauchy

[0 + £y 4+ LY+ fo(x)y = f(x),
Y(xo) = Yo,
(3.4) y'(x0) = ¥1,

YD (x0) = Vo1,

admet une unique solution y définie sur tout Uintervalle 1 vérifiant les conditions initiales.

Ce théoréme es un résultat de type existence et unicité. Il affirme les conditions pour lesquelles le
probleme de Cauchy (3.4) admet une solution unique. Il est important de noter que la continuité
des coeflicients f,, f,._1, ..., fi, fo et de la fonction f est cruciale pour garantir lexistence et l'unicité
de la solution. De plus, la condition f,(x) # 0 pour tout x € I assure que [équation différentielle est
bien définie et que le probleme de Cauchy est bien posé. La preuve sera donnée dans un contexte
plus général dans la section suivante.

Théoréme 3.5. Si fy, fi, ..., f, et f sont continues sur un intervalle I avec f,,(x) # 0 pour tout x € 1,
alors :

(1) Léquation différentielle linéaire homogeéne dordre n

F0y™ + fua YV 4+ AGY + fo(x)y =0
posséde n solutions linéairement indépendantes y,y,, ..., y, sur l'intervalle 1.

(2) Toute combinaison linéaire de ces solutions

Ye(X) = €1y1(%) + €292(X) + ... + cpyp(X)

est aussi une solution de léquation différentielle linéaire homogéne dordre n.

(3) La fonction
Y(x) = ye(x) + yp(x)
ot y, est définie comme ci-dessus et y, est une solution particuliére de léquation différentielle
linéaire non homogéne dordre n

Gy + fuma GOV 4+ LY+ Sy = f(6)
est une famille n-paramétrée de solutions de léquation différentielle linéaire non homogeéne dordre

n, cest-a-dire que cette expression est la solution générale de léquation différentielle linéaire non
homogéne dordre n.

Démonstration. (1) La preuve de la partie (1) sera donnée dans un contexte plus général dans la
section suivante.
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(2) Par hypothese, y;,y,, ..., y, sont des solutions de [équation différentielle linéaire homogene
ordre n. Ainsi, pour tout x € I, on a

[0 + Fua GV + o+ GOV + foloys =0,
FGWS + Fua Gy Y + o+ GOV + fo()y, = 0,

G + fua GOV 4 FiGOW + fo0ya = 0.
En multipliant la premiére équation par c;, la deuxiéme par c,, ..., et la derniére par c,, puis en

additionnant les résultats, on obtient

[0y + S + -+ eyi) + fra eV 8V eyt Y)

+ et fl(x)(cly’l + 0o+ -+ Cpyn) + fo() ey + cayy + -+ + ¢uYy) = 0.

Ce dernier équation peut étre réécrit comme

Fa@leys + -+ cynl® + fuo (e + -+ + ey Y
+oo A+ iGOlew + - F Yl + fo(X)eyr + - + cayn] = 0.
et ainsi,
(n) (n—1) /
Jaye” + fuoa(ye "+ o+ i(X)ye + fo(X)ye = 0,
ce qui montre que y, est une solution de [équation différentielle linéaire homogeéne dordre n.

(3) Soit y, une solution particuliere de Iéquation différentielle linéaire non homogene dordre n.
Alors, pour tout x € I, on a

[P + o GOV + o+ L0 + foy, = FC0).

En additionnant cette équation a Iéquation obtenue dans la partie (2), on obtient

Fae + 9p1® + fum (Olye + 17V
+-+ fl(x)[yc + yp], + fo(x)[yc + yp] = f(x)’

ce qui montre que y = Y.+, est une solution de léquation différentielle linéaire non homogene
dordre n.
O

3.1.1. Coefficients constants. On se limite maintenant aux équations linéaires avec coefficients
constants. Considérons [équation différentielle linéaire dordre n & coeflicients constants

(3.6) any(n) + an—ly(n_l) + .+ ay +agy = f(x), ag,ay,...,a, 1,0, ER,

ou f est une fonction continue sur un intervalle I C R et a,, # 0. Dans ce cas on peut trouver des
solutions explicites en utilisant la méthode des équations caractéristiques. [équation caractéristique
associée a (3.6) est

(3.7) " +a, "+ L+ ar +ag = 0.

Cette équation est importante dans le sense que lon peut commencer a chercher des solutions de
(3.6) de la forme y(x) = €™ et on se demande alors pour quelles valeurs de r cette fonction est une
solution. En substituant y(x) = ¢’ dans (3.6), on obtient

a,r"e™ + a,_ 1"t + . 4+ ayre™ + age™ = (a, " + a1 "+ o+ agr + ag)e™ = 0.

Ainsi, y(x) = €' est une solution de (3.6) si et seulement si r est une racine de léquation carac-
téristique (3.7). Par le théoréeme fondamental de l'algebre, [équation caractéristique (3.7) admet
exactement n racines complexes (comptées avec multiplicité). On peut donc trouver n solutions
linéairement indépendantes de Iéquation différentielle linéaire dordre n a coefficients constants
(3.6) de la forme y;(x) = e"*, oli ), est une racine de Iéquation caractéristique (3.7). Lorsque lon
trouve les racines de léquation caractéristique, on peut distinguer plusieurs cas selon la nature des
racines

(1) Toutes les racines sont réelles et distinctes.

(2) Tous les racines sont réelles et certaines sont multiples.
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(3) Toutes les racines sont imaginaires et distinctes.
On va regarder ces cas en détail.

3.1.2. Racines réelles et distinctes. Siles n racines de Iéquation caractéristique (3.7) sont réelles et
distinctes, disons ry, 15, ... , 1, alors les fonctions

yl(x) = erlxy yz(X) = erzx, ceey y}’l(x) = ernx

sont n solutions linéairement indépendantes de Iéquation différentielle linéaire dordre n a coet-
ficients constants (3.6). Ainsi, la solution générale de Iéquation différentielle linéaire dordre n a
coeficients constants (3.6) est donnée par

y(x) = c;e + e + L+ ¢ e,
ou ¢y, ¢y, ... , ¢, sont des constantes arbitraires.

Exemple 3.8. Trouver la solution génerale de Iéquation

y'+2y"—y —2y=0.
On commence par trouver léquation caractéristique associée a cette équation différentielle. [équa-
tion caractéristique est
P+2rP—r—2=0.
Ces racines sont r = 1,7 = —1,r = —2. Ainsi, la solution générale de Iéquation différentielle est
y(xX) = c1e¥ + ce™ + cje7,
ou ¢4, ¢y, c3 sont des constantes arbitraires.
Exemple 3.9. Trouver la solution générale du probleme de Cauchy
y' =3y +2y=0,
y(0) =1,
'(0) = 0.
[¥quation caractéristique associée a Iéquation différentielle est
r’=3r+2=0.

Les racines de cette équation sont r; = 1 et r, = 2. Ainsi, la solution générale de Iéquation diftéren-
tielle est

y(x) = cr€* + ™,
ol ¢, et ¢, sont des constantes arbitraires. Pour déterminer ces constantes, on utilise les conditions
initiales. En substituant x = 0 dans la solution générale, on obtient

y0)=c;+c,=1.
En dérivant la solution générale, on obtient
Y'(x) = c1e* + 2c,e*~.
En substituant x = 0 dans cette expression, on obtient
y'(0) =¢; +2¢, =0.

On a donc le systeme

Cl + Cz = 1,
Cl + 2C2 = 0.
En résolvant ce systeme, on trouve ¢, = 2 et ¢, = —1. Ainsi, la solution du probléme de Cauchy est

y(x) = 2¢* — e?*.
3.1.3. Racines réelles multiples.
3.1.4. Racines imaginaires et complexes.
3.2. Solution des équations lineaires non homogeénes d'ordre n avec coefficients constants
3.2.1. Méthode de coefficients indéterminés.

3.2.2. Méthode de variation des constantes.



3.2.3. Réduction dordre.
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4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1
4.1. Equations linéaires homogénes a coefficients constants
4.2. Equations linéaires non-homogenes a coefficients constants
4.2.1. Meéthode de coefficients indéterminés.
4.2.2. Méthode de variation des constantes.

4.2.3. Equations linéaires a coefficients variables : Réduction dordre.
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5. SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES
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6. SOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

6.1. Méthode d’Euler
6.2. Méthode de Heun
6.3. Méthode de Runge-Kutta
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