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EQUATIONS DIFFERENTIELLES ET OPTIMISATION

TD n° 3 — Cauchy-Lipschitz - Equations linéaires d'ordre supérieur

GENERALITES : THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ ET WRONSKIEN

Exercice 1 (Ordre et linéarité). Pour chacune des équations suivantes, dire s’il sagit d'une équation
différentielle ordinaire ou d’une équation aux dérivées partielles, donner son ordre et dire si elle est
linéaire. Lorsque la variable nest pas écrite, il sagit de ¢ ou de x.

2 4 ’
1. tzj—tf+ti—f+2y:o; 3D +y0 4y 4y +y=1;
4. y" + sin(x + y) = sin x;
u 262 =0; " " 2 3
22T =0 5. y" +ty" +cos’(t)y = t°.

Exercice 2 (Intervalle dexistence). Déterminer le plus grand intervalle sur lequel le théoreme
de Cauchy-Lipschitz pour les équations linéaires garantit lexistence et 'unicité de la solution du
probléme de Cauchy

t=3)y"+ty +(nt)y =0, ya) =0, Y@ =1

Exercice 3 (Wronskien et coefficient dominant). 1. Calculer le wronskien de t — t et t > t* sur
R.

2. En déduire que ces deux fonctions ne peuvent pas étre solutions d'une méme équation y” +
a(t)y’ + b(t) y = 0 dont les coefficients a et b sont continus sur un intervalle contenant 0.

3. Vérifier pourtant que ¢ ~ ¢t et ¢ = t? sont solutions sur R de Iéquation 2y” — 2ty’ + 2y = 0.
Pourquoi n'y a-t-il pas contradiction ? Montrer que le probleme de Cauchy en ¢, = 0 de données
¥(0) = y'(0) = 0 admet une infinité de solutions sur R, et que celui de données y(0) = 1,)’(0) = 0
nen admet aucune.

Exercice 4 (Formule d’Abel). Sans résoudre léquation, calculer, a une constante multiplicative pres,
le wronskien d’un systéme fondamental de solutions de Iéquation de Bessel

2y +ty +(E-v)y=0, t € 10, +oof,
ol v > 0 est un parametre.
Indication : si y,, y, sont solutions de y" + a(t) y' + b(t) y = 0, leur wronskien vérifie W' = —a'W.

EQUATIONS HOMOGENES A COEFFICIENTS CONSTANTS

Exercice 5. Résoudre les équations et problémes de Cauchy suivants.
L y" =5y +6y=0; 3. " +4y' +13y =0,y(0) = 1,)'(0) = 0;
2. y" =6y +9y =0; 4. y" +9y =0,y(0) =1,y'(0) = 3.

Pour le probleme 4, écrire la solution sous la forme A cos(3t — ¢), avec A > 0, et préciser son
amplitude et sa période.



EQUATIONS COMPLETES A COEFFICIENTS CONSTANTS

Exercice 6 (Equations a coefficients constants). Résoudre les équations différentielles suivantes.

L y" =3y +2y=e¥; 6. Y +y = cosx;

2. y" =3y +2y=¢; 7.y =2y +2y =e** +x;
3. y" =3y +2y =xe¥; 8. )" +y=tanx;

4. y" =2y +y=1x; o—2%
5. y" +4y = cos x; 9. y”+4y’+4y:1+x2‘

Pour lesquelles de ces équations la méthode des coeflicients indéterminés sapplique-t-elle ? Dans
les autres cas, on utilisera la variation des constantes.

Exercice 7 (Problemes de Cauchy associés). Résoudre les équations de I'exercice 6 avec les condi-
tions initiales y(1) = 2 et y’(1) = 0. Préciser a chaque fois I'intervalle de définition de la solution

maximale obtenue.

Exercice 8. On consideére les équations suivantes, d’'inconnue y fonction de t € R.

Ly —3y +2y=e'; 5.y" =12y +9y = 0;
2. y" =2y +y=sint; 6. y' —y=5t+2;

3.9 +y=0; 7. " + 6y +5y =e*;
4.y +y +y=0; 8. y" + 4y = 2sin(2t).

(i) Donner, pour chaque équation, une base de lespace vectoriel des solutions (réelles) de léqua-
tion homogene associée, puis, le cas échéant, lensemble des solutions de Iéquation compleéte.

(ii) Soient a,b € R. Donner la solution vérifiant les conditions initiales y(0) = a et y'(0) = b.

Exercice 9. Déterminer la solution générale des équations suivantes.
Ly +2y +y=te’; 3. y" + 9y =sin(31);
2y —y =+ e 4. y" +2y +2y =e"!cost.

Résoudre ensuite le probleme de Cauchy y” +y = ¢, y(0) = 1, y'(0) = 0.

Exercice 10 (Extraits de devoirs et dexamens). Résoudre les équations différentielles suivantes.
Ly =2y +y=x+e*; 5. y" —4y' + 4y = e* + 5sinx;

2. y" — 4y + 4y = x + %5
Y Y 6. y" + 4y = cos(2x);

2x

3.y =2y =x+e7;
4.y -y -2y =x2e”; 7. y" +4y = sin(2x).

Exercice 11 (Discussion selon un parameétre). Soit b € R. Résoudre équation différentielle
Yy’ —6y +9y =e>

en discutant selon les valeurs de b.

Exercice 12 (Un polynome de degré élevé). Résoudre léquation y” — 3y’ + 2y = x°e*.
Indication : comme a la question 3 de I'exercice 6, chercher une solution particuliére de la forme y,(x) =
x Q(x) €%, avec Q polynéme de degré 5, et établir que —Q + (2 —x) Q' + x Q" = x°.

VARIATION DES CONSTANTES

1
Exercice13. 1. Résoudre y” +y = pro sur ]0, «t[.
sin



2. Retrouver, par la méthode de variation des constantes, la solution particuliere é e~ de Iéquation
Y =3y +2y=e".

3. Soient w, > 0 et g une fonction continue sur R. Montrer que la solution du probleme de Cauchy
Y + wdy = g(t), y(0) = y'(0) = 0, est donnée par

1
y(t) = — J; sin (wo(t - s)) g(s) ds.

®o
EQUATIONS D’ORDRE SUPERIEUR A DEUX

Exercice 14. Déterminer la solution générale réelle des équations suivantes.

1. y" —y=0; 2_y(4)_y=0; 3.9 =3y +3y —y=0.

Exercice 15 (Systemes se ramenant a une équation dordre supérieur). En éliminant 'une des
inconnues, résoudre les systémes suivants, dont les inconnues sont des fonctions de t € R.

u =-2-z uw=u—-u-—v,
1. ’ ’ 2' ’
z =2u; U =u-+u.
Combien de constantes arbitraires la solution générale de chaque systeme comporte-t-elle?

Indication : dans le premier systéme, intégrer la seconde équation; dans le second, exprimer v d luide de u
grdce a la premiére équation, puis montrer que u” — 2u” + 2u’ = 0.

OSCILLATEURS MECANIQUES ET ELECTRIQUES

Exercice 16 (Loscillateur amorti). Soienty > 0 et w, > 0. On considére [équation de loscillateur
amorti
Y +2yy +wdy=0.

1. Montrer que toutes les solutions tendent vers 0 en +oo si et seulement siy > 0.

2. On suppose 0 < y < wy et lon pose wy = 1/ w§ — y2. Montrer qu’'une solution non nulle sannule
une infinité de fois, et que deux zéros consécutifs sont distants de 7/w;.

3. On suppose y = w,. Déterminer la solution vérifiant y(0) = 1 et y'(0) = v, ot v € R. Pour
quelles valeurs de v cette solution sannule-t-elle sur ]0, +oo[ ? Interpréter.

Exercice 17 (Le ressort amorti). On accroche une masse m a un ressort, dans un milieu ot elle
est soumise a un frottement fluide. On note x(¢) la position de la masse par rapport a sa position
déquilibre (ressort ni tendu ni comprimé). D’apres le principe fondamental de la dynamique, la
fonction t = x(t) vérifie
mx”" =-Ax" —kx,
ou les nombres A et k sont positifs.
1. A quels phénomeénes physiques les termes A x” et k x correspondent-ils ? Dans la suite, on suppose
m>0,k>0etA>0.
2. On pose z(t) = x (\/ m/k t). Montrer que z vérifie [équation
1) z"' = 2az -z,
ot a > 0 est a exprimer en fonction de m, A et k.
3. Casa > 1.
a) Déterminer les réels p; < p, (en fonction de a) tels que les solutions de (1) sécrivent
z(t) = By e™! + B, el avec By, B, € R.
b) Dessiner l'allure des solutions de (1) pour t > 0 dans les cas suivants :
L BB, 2 0;
ii. 1B, < 0et|B;| < |B,| (remarquer que z(¢) # 0 pour tout ¢ > 0);
iii. B18, < 0et|By| > |B,| (pour quel t > 0a-t-on z(t) = 02 z'(¢) = 0?).



c) Exprimer la solution de (1) en fonction de la position initiale x(0) et de la vitesse initiale
x'(0) du ressort.

4. Casa < 1.Onpose w = V1 — 2.

a) Montrer que les solutions de (1) sont de la forme z(t) = e (B, cos(wt) + B, sin(wt)), avec
B1, B, € R. Dessiner lallure des solutions.

b) A linstant t = 0, la masse, qui était retenue en X, est soudain libérée. Quelles sont les
conditions initiales (position et vitesse) ? Exprimer la solution de (1) correspondante.

c) Vérifier que, pour o = 0, on retrouve les résultats du ressort sans frottement.
5. Casa =1.
a) Montrer que les solutions sont de la forme z(t) = e™*(a + b t), avec a, b € R.

b) Donner la solution en fonction de la position initiale et de la vitesse initiale du ressort.

Exercice 18 (Circuit RLC). On consideére un circuit constitué d’une résistance R, d’'une bobine
d’inductance L et d'un condensateur de capacité C, montés en série et soumis a une tension E (en
volts). On admet que la tension V aux bornes du condensateur vérifie

LCV"(t) + RCV'(t) + V(t) = E(¢), t €R,
ouL > 0,C > 0etR > 0 sont des constantes et E est une fonction continue.
1. On suppose E = 0 et R = 0. Déterminer la solution qui vérifie V(0) = 1 et V'(0) = 0.

2. Onsuppose L = C = R = 1 et E(t) = cos(2t). Déterminer la solution qui vérifie V(0) = 1 et
V'(0) = 0.

Exercice 19 (Courbe de résonance). Soientw, > 0,y > 0 et w > 0. On considére loscillateur amorti
forcé

V' 427y + @iy = cos(wt),
et lon note P(r) = r* + 2yr + w§ son polyndme caractéristique.

it

L. Vérifier que P(iw) # 0. Montrer que y,(t) = Re ( ) est une solution particuliére, et quelle

P(iw)
sécrit y,(t) = A(w) cos(wt — @), ot @ est un argument de P(iw) et
1

\/(w(z) — w?)? + 4y%0?

2. Montrer que toute solution y vérifie y(t) — y,(t) — 0 lorsque t — +oco (on pourra utiliser
I'exercice 16) : y, est le régime permanent.

A(w) =

3. On suppose 0 < y < wy/1/2. Montrer que l'amplitude A(w) est maximale pour w = 1/ w3 — 2y2,
et calculer cette amplitude maximale. Que se passe-t-il lorsque y — 0?

COEFFICIENTS VARIABLES : REDUCTION D’ ORDRE, EQUATIONS D’EULER

Exercice 20 (Réduction dordre). A laide de la solution y; indiquée, déterminer la solution générale
des équations suivantes sur ]0, +ool.

L2y +ty —y=0, y,(t)=t;

2.ty" —(t+1)y +y=0, y,(t)=¢".

Indication : chercher une seconde solution sous la forme y = vy, : on obtient une équation linéaire du premier
ordreen v'.

Exercice 21 (Réduction dordre, suite). Résoudre les équations suivantes sur ]0, +oo[, a laide de
I'information donnée.

1. x*y" +2xy’ =0, sachant que les fonctions constantes sont solutions;

2. x*y" —x(x +2)y + (x +2)y = 0, sachant que x ~ x est solution;



3. 4x%y" — (12x* + 4x) ¥’ + (6x + 3) y = 0, sachant qu’une solution et de la forme x - x%;
4. x*y" +5xy’ + 3y = x, sachant que x = x™! est solution de [équation homogene associée;

5. x%y" — 2y = x?, sachant que léquation homogene associée admet deux solutions linéairement
indépendantes dont le produit vaut x.

Exercice 22 (Equations d’Euler). Soient o, B € R. On considére [équation
t*y" +aty +By =0, t €10, +oof.

1. Soient y une fonction de classe G2 sur ]0, +oo[ et z(s) = y(e*) pour s € R. Montrer que y est
solution si et seulement si z est solution de Iéquation a coefficients constants

z"+(a—-1)z +pfz=0.
2. En déduire la solution générale de Iéquation d’Euler selon les racines de r* + (a — 1) r + = 0.

3. Lorsque cette équation a deux racines réelles distinctes, retrouver le résultat en cherchant direc-
tement des solutions de la forme ¢ — ¢".

4. Résoudre sur ]0, +oo| :
a) t2y" — 3ty +4y = 0;
b) t2y" +2ty —6y =0.

Exercice 23 (Un changement de variable). Résoudre Iéquation différentielle
y" + (tanx)y’ — (cos? x) y = sin x — sin’ x

sur ]—g g[, alaide du changement de variable ¢t = sin x, cest-a-dire en posant y(x) = z(sin x).

Exercice 24 (Léquation de Bessel d'indice 0 — plus difficile). On considére Iéquation de Bessel
(celle de T'exercice 4 avecv = 0)

2) 2y +ty' () + £ y@) = 0.

1. Déterminer les solutions de (2) développables en série entiere a lorigine. Quel est leur intervalle
de définition ?

2. Montrer que (2) admet sur |0, +oo[ une solution non bornée au voisinage de 0 (on pourra
utiliser la méthode de réduction dordre). En déduire que toutes les solutions définies en 0 sont
développables en série entiere a lorigine.

3. Soit a € R. Existe-t-il une solution ¢ de (2) telle que ¢(0) = a?
4. On pose
1=«
B(t) = = | cos(sin®) d.
mlo

Montrer que B est solution de (2). Quelles sont les solutions de (2) qui sont définies en 02 Pour
une telle solution, quelle est la valeur en 0 de la dérivée?



